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ÜbK- I t f igMi -IrttKMa 
fir Baku Mit twipkTM GÜsdsn. 

Von AutECt PsisesHEni in Mfinc-JMst. 

1. Da die — t»a« ?ü »j < f Kmivemeaa. «docr Beibe TCkn dn- Form 
Ha^ '^ 2r c, ^ j},!' mit der aiaiolmkm EoiiTfirßcsix, d. h. mit der Kon« 
rergaa der Bcibe ^ a, zosunmcnfilh, so hit man m d«t>m Ei^ 
mmehmg kdigjicli die für Reihen mit pasitkrm Gliedern g«lteiiden 

Kriterien auf den Tenn <r, ^^ d ^ fi auEuwenden. Bei der An»- 
f&hrang der erfordeiiichen B<»rhnnng enreist sich indessen das AuftI>^ten 
jener Quadratwurzel als ziemlidi nnbeqnem« nnd es mufs daher 
wünschenswert encheinoi. j^ie Knterien so nmzngestalten^ dafs die 
zu prüfenden Grenzansdrücke nicht a, selbst^ sondern lediglich <i, * 
enthalten. 

Dies hat bei den sog. Kriterien erster Art keine Schwierigkeit 

Bezeichnet man nämlich generell mit 2ri)~^ bezw. J^C^^ eine al» 

divergent bezw. hotwergent erkannte Beihe mit positiven Glieilern und 
beachtet, dais die Ungleichungen: 



, a, ; > ^ bezw. 




nach sich ziehen: 




! a^ * > ^ bezw. 


1 "r : ^ /^ 

r 



und umgehehrt, so kann man die Kriterien erster Art ohne woitoreii 
auch auf die Form bringen: 

lim DJ • I a^ I* > : Divergenz, 

(1) 



ysaOD 



liip (^ • I a^ I* < c»: KonvergetiB,'^) 



»PsssOD 



1) Ich bezeichne mit lim den tmteren^ mit lim don oberen LimoN. KxiHÜnrt 

ein Limes im gewöhnlichen Sinne, so fallen unterer und oberer liimoM iiiÜ (lif*Nont 
zusammen. (Vgl. Encykl. der math. Wiss. I, p. 71.) Dio SchrüibwpiHo: -'C'X; I»«- 
deutet: nicht unendlich, d. h. unter einer endlichen Schrank» bloibond. 

ArehiT der Mathematik und Physik. HL Beihe. IV. 1 
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80 erkennt man^ dafs K sich von ly um einen Faktor unterscheidet, der 
allemal dann, wenn limD, = cx) (was ja geradezu die Begel ist^)), 



ys« 



gleichzeitig mit v positiv unendlich wird. Daraus folgt aber, dafs im 
FaUe ]imK>0 immerhin lim U^O werden kann, was die Divergenz 



V^CO VSBCD 



der Reihe 27 1 a^ { nicht ausschliefsen würde. ') 

2. Um diesem Übelstande abzuhelfen, führen wir statt des Aus- 
druckes K den folgenden ein: 

(6) A,.D,. ^ ^^ = l(\-L. +-^), 

welcher — bei einer sogleich anzugebenden, durchaus unerheblichen 
Einschränkung in Bezug auf die Wahl der D^ — für die Beurteilung 
der Konvergenz von 27 1 a^ | genau dasselbe leistet wie l^. 
Angenommen nämlich, man habe: 

(7) limA,>0, 



VsssOD 



SO mufs schon von einem bestimmten Index i; = n ab eine Beziehung 
von der Form bestehen: 



'V 

1) Die Annahme eines encUidien lim D^ liefert lediglich das Cauchjsche 
Fundamental - £[riterium. 



2) Beispiel. Man setze: a^= — i — , 1^. = v* also: 



^^v \ v) lg V V 



and daher: 



Dagegen : 



lim ly s= 0. 

yasOD 






also: 



lim Zy = + ^50- 
Nichts desto weniger ist E\a^\ divergent. 



Alfred Pbinosheim: 



WO Q wesenäich positiv. Man hat somit für 1/ ^ n: 



i>i- 



a. 



a 



v+i 



*^2«+i + (> D. = ^^+1(1 + P • S?^); 



nnd^ wenn man auf beiden Seiten mit Benutzung der bekannten Be- 
ziehung^): 



(i + <j>'>i+,t.j^ 



(/t > 0, <r > 0) 



die Quadratwurzel zieht: 



■D,- 



a. 



a 



v+i 



> 



d. h. 

(8) 









1 + P 



7). 



^J+i 



Macht man jetzt die gewissermafsen selbstrerständlichen') Ein- 

sckränkungen, dals: 

2). . — D. 



(9a) 



lim 






> und lim 



y=sOD'^V-|-l 



<oo, 



SO folgt aus (8), dafs gleichzeitig mit der Beziehung (7) stets auch die 

folgende besteht: 

(10) lim;,>0, 



y=sOD 



sodals also aus Ungl. (7) mit Sicherheit auf die Konvergenz von 27|a^| 
geschlossen werden darf. Übrigens ergiebt sich auch umgekehrt aus 



1) Für den hier lediglich in Frage kommenden speziellen Fall |^ ^ ^^^^^ 
man auch ganz unmittelbar erkennen, dafs: 

Man hat nämlich: 1 ^ und (wegen: ^^-rarT/' 

•>rf,+(ii,)'- 



und a fortiori: 



^ + *>(^ + iTT*)' 



2) In der That werden hierdurch nur gewisse Reihen von ganz exzeptionellem 
Divergenz -Charakter, wie sie für Kriterien -Bildung überhaupt nicht in Betracht 
kommen, als Yergleichsreihen ausgeschlossen. 



Alfred Pbikosheim: 



Man erhält auf diese Weise diejenigen Kriterien, welche dem 
Raabeschen und der Skala der Bertrandschen Kriterien^) für Reihen 
mit positiven Gliedern entsprechen , nämlich: 






(a) limAv =lim(i/ 



V=CD 



a. 



a 



v+i 



(v + iy \\< 0: Divergenz, 

Konvergenz, 



/l>0: 






(b) limA;^ = lim(^L^(v). 



v^oo y=Qo 



a. 



a 



v-\-l 



« ^ (X^(y+i))' \f< 0: Divergenz, 
^xW /1>0: Konvergenz, 



(x = 1, 2, 8, . . .) 



Diese Kriterien gestatten noch die folgende, fär den praktischen Ge- 
brauch zweckmäTsige Umformung. Man hat zunächst: 



-'( 



a 



y-\-l 



-i)-2-i, 



also: 
(13) 



im A^ = lim v ( — ^ — 1 ) — 2. 



Femer ist identisch: 



iW 






a. 



a. 






2 



(i^,-i (> + 1) • lg«»')' 

(i«_i (V + 1) ■ lg«»)' 



) 



LAv) 



) 



^M 






a. 



«i'-l-i 



- (Z,^i(r + 1))«} 



(Xx.iCi'+i))' G»x(^+^))"-G«x^y 



J^x-lW 



Igx*' 



(NB. Dabei hat man im Falle x = l zu setzen: Zx— i(v) = Lo(v) = v). 
Nun ist aber*): 

UmL«_i(v+ 1) . {lg>+ l)-lg»} - 1, 



v=ao 



und ausserdem: 



,. lg>+l) + lgx»' 

lim 



y=sQo 



lg««' 



2, um 7^' /: ' =^1, 



1) Vgl. Encykl. der math. Wiss. I, S. 87, 88. 

2) S. z. B. Math. Ann. 85 (1890), 318, Formel (i). 
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Alfbed PsiNasHEiM: 



Potenzen von - mit konstanten Koeffizi^iten entwickelt werden kann; 



desgl. wenn 



V 

a 



a 



als eine rationale Funktion von v mit konstanten 



"+1 



Koeffizienten darstellbar ist. 
Man hat nun: 



a I* / 
«»+1 I "" V 



1 + = + 

V 



^) "*" \v ■*" V^J 



2 IC ^v 

= 1 -|_ _ J - 



J?, = x« + A« + 2p, + 2 ^'Z +- ' 



s y 



lim B, = X» + A» + 2 lim 9, 



V=sQO 



v = ao 



(16) 
wo: 

(17) 

sodals also auch: 
(18) 

endlich ausfällt. 

Die Anwendung des Kriteriums (A) ergiebt sodann: 

(19) lim|(|^'-l)=lim(x+,^)=x, 

und somit divergiert die Reihe 27 1 a^ |, falls x < 1, sie konvergiert^ falls x > 1. 
Im Falle x = 1 versagt das Kriterium (A). Zur Bildung des 
Kriteriums (B^) hat man nach GL (16) für x = 1: 



und daher: 
(20) 



a !S 



a 



v+1 



= v« + 2v + jB, 






ig <'(-R,-i) 

2v 



= 0, 



woraus nach (B^) die Divergenz von 27 1 a^ | resultiert. 
Somit ergiebt sich: 

Die Reihe 2J\ a^\, wo: 



a. 



«y - ,%+Xi . Py + ^» 
= -»^ T 1 1 n 



V+l 



lim 

1^ = 00 



ist konvergent für x > 1, divergent für x < 1. 



1) Wie die Gleichungen (19), (20) lehren, bleibt das Gesamtresultat sogar 



noch gültig, wenn auch Umi? =<x> wird, sofern nur lim 



IgvR, 



= 0, 



v = aD 



V=sCD 



d. h. mit Rücksicht auf Gl. (17): 



12 



Alfred Pbinoshbim: 



(I) Ist X < 0, SO nehmen die | a^ |*, also auch die \a^\ mit v 
monoton m, und man hat: 



(30) 



lim I «y I = <x>, also auch: lim a^ «» c». 



ysBOo 



V = Cß 



(ü) Ist X > 0, so nehmen die | a^ |* bezw. die \a^\ mit wachsen- 
dem V monoton ab, und man hat: 



(31) 



lim I «y I = 0, also auch: lim a^ = 0. 



ys-QO 



y = QO 



(III) Ist X = 0, so besitzt | a^ |*, also auch | a^ | ftir i/ = c» einen 
bestimmten von Null verschiedenen Grenzwert. Daraus folgt aber noch 
nicht, dafs auch fiir a^ selbst das mlmliche gilt. Man hat nun in dem 
y erliegenden Falle: 

-^ = 1 + ^ + -f 



^+l 



und daher: 



(32) 



-(• + t)('+^.-^,) 

^0V + ^)#i + .-<^) 



Das zweite Produkt geht wiederum für lim ^ = c» in ein absolut 
konvergentes über, da 



v{v + Xi) 




1 


1+" 

V 



Das ersfe dagegen diver gieH, sofern nicht etwa il = ist, für lim ft = oo, 
in efer Weise, dafs zwar der absolute Betrag, nicht aber die Charakteristik^) 
einen bestimmten Grenzwert besitzt, der überdies für jenen absoluten 
Betrag von NvU verschieden ausfällt.*) 

Damach wird (für x = 0, | A | > 0) a^ bei lim /t = oo in rfar Weise 
unbestimmt, dafs zwar lim | a^ { eine bestimmte, positive Zahl ist^ 



/UsssOO 



während die Charakteristik unbestimmt wird. 



1) Unter der Charakteristik einer komplexen Zahl a verstehe ich die (sonst wohl 



auch als ,,Richtungs-Eoe£fizient*^ bezeichnete) Zahl 
2) Vgl. Math. Ann. 88 (1888), 136. 



a 
a 
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Nor in dem besonderen Falle A = (also: A; == 0) hat man: 

^ m 

sodals also lim a^ einen bestimmten von NuU verschiedenen Wert besitzt. 

7. Aus den Ergebnissen (I) und (III) der vorigen Nummer folgt 
unmittelbar, dals die Reihe 27 a^ für x ^ allemal divergiert j da ihre 
Glieder nickt den Grenzwert Null besitzen. Da Za^ andererseits für 
X > 1 als absolut konvergent erkannt wurde (Nr. 4), so erfordert nur 
noch der Fall: < x ^ 1, für welchen ja nach (11): lim a^ = sich 

ergab y eine genauere Untersuchung. 
Es soll nun gezeigt werden: 
Auch für: < x ^ 1 divergiert 27 a^, dagegen konvergiert 

Beweis: Wir nehmen, um Weitläufigkeiten zu vermeiden an, dafs 
die Gleichung: 



«y+i ^ ^ 



schon für v^ 1 Geltung habe^), und bringen sie auf die Form: 



y v' \ v) v^ 



«y+1 j__* 

V 



(» = 1,2.«,...) 



i 
(^) --, wo also: ^^ = (l - -) . r^ - Ä;^ 

und somit | f, | gleichzeitig mit | r, | stets unter einer endlichen Schranke 

bleibt. Sodann werde gesetzt: 

i 

1-1- -T 

(35) a, = i>,g,, also: ^.^ = f, 

V 

1) Ware dies erst^für v^n der Fall, so könnte man durch geeignete Ab- 
änderung einer endlichen Anzahl von Anfangsgliedem die Gültigkeit der fraglichen 
Voraussetzung hersteUen, ohne dafs damit das Endresultat, d. h. die Divergent 
der ursprünglichen Za , die Konvergenz von -2^1 «» — «»4.1 1 1 ini geringsten 

alteriert würde. 



14 AlFBED PBINOSHBnC: 

wo p^ und q^f einzeln genommen^ durch die Beziehungen definiert sein 
sollen: 

(36) ^^+^ 1-* ^^+^ 

,und speziell: l?i = 1, 2i *== «i» 

Die 9y besitzen alsdann (vgl. den Schlufs der vorigen Nummer) für 
1/ = oo einen bestimmten von Null verschiedenen Grenzwert, etwa: 

(37) lim 5^ = 5, wo: |g|>0. 

Um die Art der Annäherung von q^ an diesen Grenzwert genauer zu 
beurteilen, hat man nach Gl. (36) zunächst: 

qy — q^^i =^ — ^ — 

und hieraus, wenn man v der Reihe nach durch (y + 1), {v + 2), . . ., 
(v + w — 1) ersetzt und die resultierenden Gleichungen zu der vor- 
stehenden addiert: 



(38) qy — g,+n = 




«2 



u 



p-\-i 



ft' 



Da I ^^ 1 , 1 9^ I unter endlichen Schranken bleiben, so geht diese Summe 
für lim n = oo in eine absolut konvergente Reihe über, und es ergiebt 
sich auf diese Weise: 



00 



(39) 3,-g = 2Md±, 

also, wenn man Zähler und Nenner jedes Reihengliedes mit [1 -J j 

multipliziert: 

(40) |,,-,|^JlV_^iA^__ 



1) Ist speziell X; <« 1, so wird die Gleichung 



P, _ 1 



i'r+l ^ * 



1 

V 



f ür v» 1 sinnlos. Dieselbe soll dann nur für v ^ 2 gelten, und aufserdem 

Pi = l| ffi-"«! 

gesetzt werden. 
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Da man sodann eine positive Zahl h so fixieren kann, dafs: 

(41) {i+j)-\i^\-\q^+i\<h 0.-1. ».»....), 
und da andererseits: 

00 00 

SO folgt aus (40) y dafs: 

(42) |3,-«|<7, 

und es läfst sich somit q^ in die Form setzen: 

(43) g^ = 2 + ^, wo: |ÄJ<Ä. 

Was ferner den mit p^ bezeichneten Faktor von a^ (s. Gl. (35), (36)) 

betri£Pt, so läfst sich zeigen, dafs ^ p^ divergiert, während ^]—^ imd 
27(py — p,4.i) absolut konvergieren. Man hat nämlich nach Gl. (36): 

(44) ^ = (l_l)==/_^, 

also durch Substitution von jit === 1, 2, . . ., i/ und Multiplikation^): 

/A^\ ^>'+i (1— A:)(2 ifc)...(v — Ä) 

Setzt man jetzt: 

(46) Pi+Pt + '" + Pv- «v; 

so folgt zunächst: 

1— Ä 2 — * 



«2 = 



= l>i+ft = l + -^^ j- 



«I -Q 4- *, _2-A; OLziM^-*) (2-fe)(8^A;) 

«8 -- «2 + A j— + 172 172 



1) Dabei ist wiedemm der Spezialfall k^^l auszuschliefsen. Hier wird : 

Bodaffl durch Substitution von ft » 2, 8, . . . , v und Multiplikation sich ergiebt : 

^f+i ^ 1 



Pt 



^v-l-i--, 



d. h. Zp divergiert in diesem Fall nach -f <^- 



16 Alfred Pbinosheim: 

Angenommen^ man habe für irgend ein bestimmtes v: 

^^^^ ^^^ i.2...(ir-i) y 

so wird: 



(48) 



/ . (2 — ik)(S--Jfe)...(v — jfe)/. , l—k\ 

5.+1 = s^+p.-^! = 1.2. ..(.-1) (^ + -T-) 

(2- Jk)(S — A;)...(v+1 — *;) 



1.2...V ' 



d. h. Sy-(-i hat dann wiederum genau diejenige Form, welche aus der 
für 5y angenommenen Gl. (47) durch Substitution von v + 1 für v 
hervorgeht. Da aber die Richtigkeit von Gl. (47) für v = 2, 3 erwiesen 
ist, so gilt sie hiemach für jeden Wert von v. 

Bringt man 5^+1 auf die Form: 
(49) 

1 1 

so erkennt man, dafs für x < 1 das erste Produkt mit lim v ^ oo nach 
+ oo divergiert, während bei dem zweiten der absolute Betrag einen von 
NuU verschiedenen, bestimmten Orenzwert besitzt, dagegen die Charakte- 
ristik (aufser^wenn A = 0) für limi/ = oo unbestimmt wird. 



Hiemach divergiert also ^Pv ^ ^ Weise, dafe ^v p = + cx> 

und auTserdem, wenn nicht gerade A = ist, die Charakteristik un- 
bestimmt wird. 

In dem besonderen Falle x = 1 reduziert sich Gl. (49) auf die 
folgende : 

V 

(50) «,+, = fJ(l--^), 

1 

sodafs Sv -f 1 für lim i/ = oo einen bestimmten von NuU verschiedenen 
absoluten Beirag, dagegen (sofern nicht etwa A = 0) ^) keine bestimmte 



ao 



Charakteristik besitzt und somit ^jPv endlich-unbestimmt ausfällt. 



1) Dieser Fall — d. h. x = 1, X == 0, also: A; = 1 — ist bereits durch die 
vorige FuTsnote erledigt. 
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Man hat nun ferner nach Gl. (36): 
1 



(51) 



Py 



1» + 1 



+ -1--PV+1 



" 1-* 



^'^•^'^'^-#1) 




und hieraus folgt ohne weiteres mit Hülfe des Eonvergenzsatzes von 
Nr. 4, dafs 2 ^' konvergiert, faUs^) ^(Jc + 1) > 1, d. h. x > 0. 
Schliefslich ergiebt sich noch: 



(52) 



P^ 



Py^t—Py^.2 Py+l Pv-\-2 

Pv-\-l 



V 



V 



V + 1 



k 



V 



V +1 



1-* 

V 



woraus (wegen der Übereinstimmung mit der rechten Seite von 
GL (51)) unmittelbar die Konvergenz von 2\py — py^i\ resultiert. 

Um jetzt die bezüglich der py, q^ gewonnenen Resultate auf die 
Beurteilung der a, anzuwenden, hat man nach Gl. (35) und (43): 

(53) a^ = 2-l)y + Äy • -% 

P p (wo:|A,|<A) 

(54) ay — ay^i^q{py-'Py^i) + hy'^ — K + i' —^ • 

Aus der ersten Gleichung erkennt man, dafs Za^ in derselben 
Weise divergiert^ wie ^]pv (da ja ^A» • — absolut konvergiert), 

1) 91 (X) bedeutet allgemein den reellen Teil von x. 

2) Über den genaueren Divergenz-Charakter von Za^ ergiebt sich aus den 
Untersuchungen des Textes noch folgendes: 



Ist 0<x<l, X^O, so wird 



oo 



2""^ 



ArohiT der Mathemmtik und Physik, in. Beihe. IV. 



= + <X>, die Charakteristik von 

2 
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Alfred Pbinosheim: 



Aus der zweiten Gleichung ergiebt sich: 



(55) I ay — ay^i\<q\pr—py^i\ + h 



V 



+ h 



v+ 1 



woraus die Konvergenz von 27 1 a»r — a^ 4. 1 1 ersichtlich ist. 

Damit ist aber der zu Anfang dieser Nummer ausgesprochene 
Satz nunmehr vollständig bewiesen. 

8. Aus der (für den Fall < x < 1) soeben bewiesenen Kon- 
vergenz von 271 ay — fly-i-i I, in Verbindung mit der in diesem Falle 
nach Gl. (31) geltenden Beziehung lim a» = 0^ folgt mit Hülfe der 

bekannten Transformation 



y := oo 



11 — 1 



^^a^X" = ^(C^y — öty-l-l) • ^v + ttnXn , 



wo: 



Zn = l + a; + ... + a;» = 



1 -a;* + ^ 
1 — X ' 



dafs ZttyX^ noch für jedes von 1 verschiedene x mit dem absoluten 
Betrage | rr ■ = 1 konvergiert (und zwar wegen der Divergenz von £ap 
nur bedingt). 

Man kann danach das Hauptresultat der in Nr. 4 — 7 angestellten 
Untersuchungen auch folgendermafsen formulieren: 

Sind die Uy komplexe Zahlen von der Beschaffenheit, dafs zum min- 
desten für v^n: 

(56) 



a. 



i + U;j 



^-1-1 



wo: |n|<5r für jedes 1/, so ist die Beihe Ua^x^ absolut konvergent 
für\x\<l und, foMs ^tß) > 1, auch noch für \x\ = h Ist < ^ß) £ 1, 
so konvergiert die Reihe Ua^x^ noch bedingt für \x-^l mit ein- 
zigem Äusschlufs von a; = 1 , während sie im Falle SSi(k) <,0 bei \x \== \ 
ausnahmslos divergiert Für !a:|>l ist Ua^x^ in jedem FaUe 
divergent. 



00 



^yg^ unbestimmt (cf. Gl. (49)). Ist x«= 1, X ^ 0, so wird ^»o^ 



oo 



endlidi 



oo 



und bestimmt^ die Charakteristik von ^ja^ wiederam unbestimmt (cf. Gl. (50)). 



oo 



Ist x^l, X a= 0, 80 wird ^»g^ = 00 mit bestimmter Charakteristik 

i 
(cf. Gl. (49) und Fufsnote S. 15). 
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9. Ein ein&clies und besonders nützliches Beispiel für die An- 
wendung dieses Satzes bietet die hypergeomdrische Reihe^ also die An- 

nähme: 

a . (a + 1) • • . (a + V — 1) • 6 . (6 + 1) • . . (6 + V — 1) 



(57) a, = 



c • (c + 1) • • • (c + V — 1) • 1 • 2 • 



(wo a, b, c beliebig komplex mit Ausschlufs ganzzahliger negativer 
Werte). Man hat hier zunächst: 

(58) "*" _{v + l){v + c) _ v^+{l + C)-V + C 



öy ^ 1 (^ + o)(v + ^) V* + (a + 6) • V + a6 
Setzt man: 

(59) TO^y^^.-l + - + -.» 

SO folgt durch Multiplikation mit v^ + {a -\-V)v + ah: 

und daher: 

Ä=l + c — a — 6, 



(60) 



n = 



c — ah — (fl -\- h)K 



also: 

lim r^^c — ah — {a + b)Jc 



V s= 00 



(d. h. endlich). 

Da hiemach 5R(Ä) = 1 + 9i(c — a — 6) wird, so folgt aus dem 
obigen Satze, dafs die hypergeometrische Reihe für | o; | = 1 noch abso- 
ItU konvergiert, wenn: SR(c — a — 6)>1; dafs sie für |a:| = 1, mit Aus- 
nahme von a:= 1 selbst, noch bedingt konvergiert, wenn: 0< SR (c— a— 6)^1 ; 
dals sie endlich in dem noch übrig bleibenden Falle 9t(c — a — 6)^0 
für I o; I » 1 ausnahmslos divergiert. 

Die spezielle Annahme: b ^ c, a = — m, x = — y liefert dann 
noch die entsprechenden Resultate für die binomiscJie Reihe 

^ 1 . 2 . • • V ' ^ ' 

München, Februar 1902. 
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über die Konstruktion von Isophengen auf Flächen 2. Ordnung. 



29 



werden kann, wenn man sich von M aus die Intensitätsskala H = -\- 1, 
+ 0,9, + 0,8, • • •, + 0,1, 0, - 0,1, . . ., - 1 auf der ir-Achse abträgt. 
Um demnach die Orundrifsprojektion des Kreisbüschels zu finden, 
zeichnet man im Aufirifs den scheinbaren Umrifs li^ der Kugel h mit 
Hilfe des Orundrisses l^ und des Aufrisses l^ der Lichtrichtung und des 




Fig. 1 



Radius, den man gleich der Strecke 0,5 des Intensitätsmafsstabes nimmt 
(Fig. 1). Den Ereis Tc^ schneidet man durch Parallelen, die durch die 
Teilpunkte der Intensität^iskala senkrecht zur xr- Achse gezogen sind. 
Die Schnittpunkte, z. B. a^\, projiziert man von M aus auf eine im 
Abstände — d von M gezogene Horizontale nach d^ und e^. Die 
Strecke e^d^ ist die Vertikalprojektion des Schnitikreises einer Iso- 



30 



E. WeinholdT: 



phengoide mit der Ebene E, Aus der Symmetrie der ganzen Figur 
zu der durch M und den Lichtstrahl senkrecht zu E gelegten Ebene 
folgt^ dafs der Mittelpunkt der Horizontalprojektion des Schnittkreises 
auf l^ liegt. Den Mittelpunkt von e^d^ projiziert man daher aof 2| 
nach f^ und schlägt um f^ mit jc^d^ als Radius einen Ereis. Derselbe 
ist ein Kreis des Kreisbüschels (III) und zwar derjenige, welcher zur 
Helligkeit H gehört. 

Die Konstruktion kann auch folgendermafsen im Gmndrifs allein 
ausgeführt werden (Fig. 2). Man legt durch die Lichtstrahlrichtung l 




Fig. 2. 

und durch M eine Vertikalebene, welche die Kugel k in einem Kreise il 
und die Ebenen z = H in Geraden parallel l^ schneidet. Man dreht 
die Ebene um ihre Spur mit der Ebene z =^ — 8 in die Horizontal- 
ebene. Man erhält die umgelegte Figur, indem man in der Projektion 
M^ des Mittelpunktes der gegebenen Kugel K ein Lot zur Lichtstrahl- 
projektion {] errichtet und dasselbe gleich S macht. Der erhaltene End- 
punkt ist der umgelegte Mittelpunkt M und das Lot die umgelegte 
Sehrichtung. Durch M zieht man eine Oerade von der Länge 1 unter 
einem Winkel v gegen l^, der gleich ist dem Neigungswinkel des 
Lichtstrahls gegen die Horizontale. Über der Strecke 1 als Durch- 
messer zieht man einen Kreis und durch die wieder von M aus auf 
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üt der Punkt -P, die KolHneationeacbse iet die Schnittkaiitfl c der 
Ebenen E und E', also die durch P senkrecht zor x,-Äch8e gezogene 



Gerade, denn alle Geraden von E', welche durch F gehen, und alle 
Fonkte von E', welche auf c liegen, werden von M und M' aus in 
dieselben Geraden, bezüglich in dieselben Punkte projiziert Durch P 



42 



E. Wbihnoldt: 



standenen Geraden q parallelen Geraden q^. q^ bleibt aber die Gegen- 
achse in der zentralkollinearen Beziehung der Systeme U^ und U", da 
die unendlich fernen Elemente Yon £' auch in £" unendlich fem 
bleiben. Die zweite Gegenachse r" dieser koUinearen Beziehung er- 




Fig.6. 



giebt sich, indem man R' und r' den Übergang Yon £' zu £'' machen 
läfist; dabei wird r" ebenfalls parallel zu c^ (S. 21). Da die Gerade r' 
in £' den unendlichen fernen Punkten yon £ entsprach und diese 
beim Übergang zum affinen System 27^ auch unendlich fem bleiben, 
so ist r'' in der That in 2]" das Bild der unendlich fernen Punkte 



46 B. Ostbr: 

Nun hat bekanntlich eine lineare DifPerenzengleichung erster 
Ordnung y^ + i — F^yx = — Cr« folgende Losung: 



wo tfQ der den Vorschriften des Problems entsprechend zu wählende 
Anfangswert von tfx und IIx^^ FqF^- - - Fx — i ist. Im Yorliegenden 
Falle, wo die Gleichung die Form^) 



hat, ergiebt sich 



folglich 



««r + l — i «« = — j 






* «4 = 



Der Wert der Gröfse a^Z^ läfst sich leicht bestimmen. Es sei cd 
das letzte Altersjahr der Sterblichkeitstafel; in dem noch eine Rente 
gezahlt wird, also Zoi + 1 = 0. Wegen der selbstverständlichen Bezie- 
hung Bai = 1 folgt aus der letzten Gleichung für o; = o: 

Ol — 1 2 
*=»0 

mithin 

0» — 1 -, 1 Ol 



Vo=2'^ + ;^=2';s- 



Es ergiebt sich daher 






jr ^ 1 






oder endlich, mit Anwendimg der diskontierten Zahlen und der üblichen 
Bezeichnung: 






Zu derselben Formel kann man durch Auflösung der Differenzen- 



1) Derartige Beziehungen sind schon deshalb von Interesse, weil sie sich zur 
Eontrolle der Nettoprämientafeln eignen. 
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gleichnngen höherer Ordnung gelangen, denen a« genügt und die man 
auf analoge Weise erhalt Man findet z. B. 






und allgemein 



oder 



t a. - VM = ''+*^+' «- > «) 

* = 



*"^"~ fc."" ° "/^^tr^** 



Setet man hierin m = o — o:, wo o die oben angegebene Bedeu- 
tung hat, so erhalt man nach einigen Umformungen 

1 SD 

wie vorher. 

b) Kontinuierliche Rente. Mit ä« werde die sofort beginnende, 
kontinuierlich zahlbare Rente vom Betrage 1 für das Eintrittsalter x 
bezeichnet; es sei femer li = fQc) die Anzahl der Lebenden des 
Alters k, wobei f(k) als eine differentiierbare Funktion des Argumentes 
vorauszusetzen ist Man gelangt auf dem unter a) eingeschlagenen 
Wege zu der DifPerentialgleiehung 

{Ix^x — lxdx)f^' = ix + d«äx + dxy 

die zu den weiteren führt: 

(?xä, - hdx){\ + logr . da; + • • = {lx + lxdx + ' - •)(ä* + äjda; + •••), 



^ + (^y^-logrja.--l, 



ib. 

dx 



Das allgemeine Integral dieser linearen Differentialgleichving erster 
Ordnung lautet, wenn K eine willkürliche Eonstante bezeichnet: 



'-?(--/>-) 
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Für X = (o + 1 ist aber A^^i »- 0; also hat mau 

CO 



Aj;-.Va und ^=i^_ = -^ 



woraus mau leicht die iu der Praxis gebräuchlichere Form 

r D^ r ' 

X 

erhalt. 

6) Sofortige Zählung der Sterbefdllsuinme. Mit Äx werde die eiu- 
malige Prämie derselbeu Yersicheruug für deu Fall bezeichnet, dafs die 
Sterbefallsumme sofort uach dem Tode des Yersicherteu ausgezahlt 
wird. Es sei wieder f(k) = h die Funktion, welche für jeden Moment 
die Anzahl der Lebenden angiebt. Zur Bestimmimg von Äx findet 
man alsdann die Beziehung 

Ix •\- dxÄx •{• dx = IxAxr^* — (Ix — lx-\-dx)} 

aus der folgt: 

{lx+lLdx+'''){Äx+Äxdx + ''')=^lxÄx{l + \ogr'dx + ''') + (lxdx + ''^\ 

"^^ ' -lxÄxlogr = lx. 
Als Lösung dieser Differentialgleichung ergiebt sich 

Nun wird Ä^ = für a: = c» , also 



oo 



und endlich 



•j: 



Ä, = ^Jf,dz, 



woraus durch partielle Integration 

Äx^l — logr • äa 
abgeleitet werden kann. 

▲rchiT dar M*theinAtik nnd Physik. IIL Beihe. lY. 



92 Gboro IÜajceii; 

Endpunkten je eines PaaieB konjugierter Dnrclimesser Bchneiden vQrde. 
Die Asymptoten a, und ir, bilden mit je zwei Strahlen, durch welche 
die Doppelpunkte der Involutionen auf den Dreiecksseiten aus dem 
Mittelpunkte M projiziert werden, je einen harmonischen TierotrahL 
Die Asymptoten a^ und u, (also Geraden von der vorhin angegebenen 
Eigenschaft) können aus zwei Paaren jener Projektionsstrahlen mittelst 
eines Steinerschen Hilfskreises konstmirt werden, nachdem zuvor der 
Mittelpunkt M auf die bereits angegebene Weise ermittelt worden ist. (Fig.5.) 



PIg.S. 

In Fig. 5 schneiden die Asymptoten o, und o, die Dreiecksseiten 
AS, AC, BC in den Punkten C„ B^, Ä„ bezw. C,, B„ X„ und es ist, 
wie bereits erwähnt, ~U~Ä^ = B[Ä~, H~Cy = H^^ und H^^ = H^B^; 
die Geraden B^ C^ und B^ (7, sind mit H^ Hg parallel, ebenso 
S^A^ [| H^Hj fl B,Ai und A,C, || ff,if, || ^C,. Die Strede S^C, auf 
der As^ptote a, tcird also im Punkte Q^, d. h. durch die Seite H^H^ 
des HÖhenfufsjmnktsdreiecks, ftalbiert. Ebenso fßr die Seiten ^i-ff, und 
SiHj und die betreflfenden Abschnitte auf a^ und «j zwischen den beiden 
anderen Seiten des Dreiecks ABC. 

8. Projizieren wir die sechs Punkte A^, B„ C„ A^, B^, C, aus den 
Eckpunkten A, B, C, so bekommen wir sechs Strahlen, für weiche im 
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Stanislaüs Jollbs: 



sie mit einer Asymptote zusammenfällt. Für deren nnendlich fernen 
Berührungspunkt ist sie unendlich grofs. 

9. Das orthogonale Trägheitsmoment M^^ (9fl) von ?R in Bezug 
auf eine Ebene | läfst sich^ wenn | zu einer Ebene |' parallel lauft, 
und diese von ihr den Abstand q^'^ hat, in der Form: 

schreiben. Hierin ist: 



/' 



9ik^ 98^ — 98^', 

folglich wird: 
oder: 

Berührt g' insbesondere die Fokalellipse bzw. die Fokalhyperbel, 
so ist nach 8. M^^(^) gleich a*9t bzw. b*9t und folglich: 



W 



bzw. 



Jlf«(9l) = (b« + p» -(.* )8l. 



Sind nun: 



die orthogonalen Trägheitsmomente für drei durch einen Punkt P 
gehende zu einander senkrechte Ebenen |, % g, so ist: 

JJf|5(9l) + Jlf„(5R) + M..{^) = (30* + SP» - SP'*) % 

wenn die drei je zu |, 17, g parallelen, die Fokalellipse berührenden 
Ebenen ^\ ri, ^ sich in P' schneiden. Die Mittelpunkte der orthogo- 
nalen, der Fokalellipse umschriebenen Dreikante liegen aber auf einer zur 
Fokalellipse konzentrischen Kugel mit dem Halbmesser y^a* — (b* + C*) ^) , 
somit nimmt obige Gleichung die Gestalt an: 

M,^{^) + M,,,(9i) + J»f.;(9ll) - {0* + b» + c« + SP*}«. 



1) Bekanntlich schneiden sich zu einander senkrechte Tangenten eines 
Kegelschnittes y' auf einem zu ihm konzentrischen Kreise Ä;'. Sind demnach 
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entnommen werden können und so weiter. Bezeichnen wir daher mit 
Herrn Gegenbaner (und Mac Mahon) die Summe aller möglichen 
Yon einander yerschiedenen (also den Koeffizienten 1 besitzenden) Glieder, 
welche (ms j^ h von den Elementen (hf^if'"f <^Hf ^^ verschiedenen oder 
gleichen Exponenten versehen; zusammengesetzt sind und die gleiche 

Dimension d besüisen, als 8, so ist die rechte Seite von (5): 

d 

(»)* + (« - l)*-i Sv + ({n-l\_,S + (n - 2)^_, S )v* 

1 ^ S 1 / 



(6) 



+ •••+ ((n-l\_J+(n-2)i_J+-- + (n-k + l\s)v^-^ 

\ t— 1 t— 1 k—U 

+ J'('(»»-l)*-i'® + (»»-2)*-i'S+ ••• + {n-k + l\S + s)vP. 

V j=.i\ p p p p' 



Um auch die linke Seite von (5) nach Potenzen von v zu ent- 
wickeln, setzen wir: 

(') (1 - A»* + /,»* T • • •)-'-! + A« + AfH A«'+ • • •, 

wo z. B.: 

A -/i, /Ji-/? -/■„ A -/? - 2/;/; +/s, 

und das allgemeine Bildungsgesetz der ^^ hier unten angegeben wird^); 
dann ist sie: 

(^) W*+ ((«)*A - (n- l)/i)t^ + ((w)*A - (n- l),/Ji/i + (M-2)/,)t;» + • • • 

Vergleichen wir nun in der durch Gleichsetzung von (6) und (8) 

1) Es ist 

^ ergiebt sich bei Benutzung des polynomischen Lehrsatzes zur Auffindung des 
KoefiBzieaten /S^ TOn x^ folgende Regel: Man löse die Gleichung 

Vx + 2a + 8i), H ViPi^i 

a^ alle möglichen Arten für ganzzahlige nicht-negative Werte von V\>l^\y" ' ^^^ 

^^ setee jedesmal 

, 1>i+1>i+AH — = ^; 

<uim igt: 

^%^ lioch die spätere Anmerkung zu Gl. (11).) 
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Hithin ist x za klein, und der Fehler ist angenähert 

12n(«-l)'- 
Der Zafalenkoeffizient von 9* ist für n -° 4, 6, 8, ■ . ., der Drei-, Fünf-, 
Siebenteilung entaprechend: — , ^^, ^^, ■ ■ ■. 

3. Gegenüber diesen beiden rekurrenten Methoden ist ein anderes 
Verfahren bemerkenswert, du unmittelbar den n*™ Teil eines Winkels 
zu konstruieren unteminunt. Ein pensionierter Feldmesser, der es zur 



Begntachtong einsandte, erklärte im Begleitschreiben, er habe es seit 
seiner Jugend gekannt und geübt und nie einen Fehler dabei gemacht 
(vergL die Fig. 2). 

Der zu teilende Winkel sei ACB—a. Man beschreibe um C 
als Zentrum den Ereisbogea AB, ziehe die Sehne AB, die Winkel- 
halbierende ÜE und teile den Pfeil DE des Bogens in drei gleiche 
Teüe, so daTs DF = ^DE, FE - \DE ist Mit CZ als Radios be- 
schreibe man den konzeutrischen Kreisbogen. Den Radius C7.il teile 
man in n gleiche Teile; H sei der erste Teilpankt ron C ans, d. h. 
CH— - — CG. Man projiziere die lönie HG anf AB in H^G^ and 
verlängere die projizierenden Lote HH^, GG^ bis zu den Schnitt- 
punkten Hj und Gj mit dem konzentrischen Kreise Tom Badins CF. 
Verbindet man S^ und G, mit C, so soll Winkel HfCO, der »*• Teil 
von u sein (vom Verf. mitgeteilt in Mathesis (2) 10, 168, 1900). 
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BBeiclinet man H^CG^ mit ß, so ergiebt die Figur leicht 



sinj/S 



Sflin^a 



n(2-f coaja)' 

also 



p — 2arcBin-7s-i — ^— r-\ 
=- arcsin-^^ - 6760 * ' 7 " n + "24Ä^ " büöii + 



a» 



Setzt man für kleine Winkel den Fehler d » r^,(angenähert), so folgt 
der ZahlenkoefBzient von cf fQr 

n=- 3, 5, 7, 9, ... 



i 
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648^ 8000' 8282' 1748«' 



Doch ist ZU beachten, dafs das Glied mit der fünften Potenz von a 
bald beträchtlichere Werte annimmt. Als independentes Verfahren hat 
die Eonstraktion ihre Vorzüge. Merkwürdig ist die Benutzung der 

8 Bin X x^ 

Formel 7^-5 r = ^ — 75;^ • • •• die auch von Gatalan für die an- 

genäherte Dreiteilung verwendet und die bis auf Nikolaus von Gusa 
zurück verfolgt ist. 

Berlin, August 1902. 



YemuBchte Miiteflmigen. 
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£ut ayec le yecieiir T^ ne dopend point du nombre n. !^tant r^ la distance 
du point au point P^j on a 

(1) 0-P,= r,^'T„ r.-ro8in-Ö. 



^T, 1 . 



En nous sonyenant (Prenet) que -j-^ = — iT^, on a par (1) 



(2) 



,d8^ 



1 . ^ 1 

^ ^^ 

— cosö. 



Si P^^i est la position de la forme g^m^trique 

on a par (l) 

(3) ^«+i = ^« + »-.cosör„ 

comme on Fobtient, aussi, aisement par la figore. 
Los formnies (2), (3) donnent 



(4) 

et par cons^quent 



dP r 

d8^ 9« 



(5) 



(ds ^, r 
ds^ p. 



Au moyen des formales (2), (5) on a ÜEunlement 



dT 



da 



!i±l^ 



ü+i 



^{2r,-.^,8ine}iT„^, 



et par cons^nent 
(6) 



n 






^ü+i — 2r — ^ Binö 2r ,— ^' ^•— ^%-i 



M— 1 n 



'«+1 



De ces formales on d^oit une simple constmction geom^triqne dn 
centre de conrbnre C^ — P^+ ^^tT^, itant connu le centre C^^i ou C^^y 

Pour ayoir nn rebroussement an point P^^u il est necessaire (mais 
non süffisant en g^niral) que q^^^ = on q^_^ = oo; et par (6), ü est 
necessaire qne 

(7) 



?«--V °" *- 



0. 



Bevenons au cas particulier de la conrbe de Talbot. Si nons posons 

dP 



h = mod -^ = (a* sin* tp -{• b* cos* tp) , 
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oa, en diminnaiit a d'ime unit^, 



aTec Im oonditions limites 

(2) f«+»,. — If ^ 



0, f^o-0. 



ConsideroiiB nudnteiiant nne fonction 9 (m, v) teile qae, dans son 
d^Teloppement saivaiit lee puissanoes de m et de v, le coefficient de n*i'" 
soit precisement jf«^ «y cotte fonction comprendn les a -f ^ lignes suivantes 



9t,t^iv 


+ jri,»«tv* 


+ •• 


• • + jri,.Mv» 


+ 


jr*,!«*» 


+ «1.1 «tV 


+ • 


• • + jri,»»«'v" 


+ 



9 = 



9a,iyfv 



+ fa,ji*"v* + h 3f«..U'V + 



et il est &cile de yoir, d'apr^ Feqnation (2) et les conditions limites indi- 
qn^, qne, si on la multiplie par l'expression 

1 — u + pqv^u^^ 

le prodnit ne se composera que de la premiere liffne de <p^ qae nous d4- 
signerons par uF(y\ et de termes diyisibles par t4^^*+^, termes qui peuvent 
etre negliges Sans inconvenient pnisqu'on n'aura jamais recours anx puis- 
sances de u sap&ieores a la (a + &)^ On peut donc ^crire, T^galit^ ^tant 
limitee a la partie utile du second membre, 



t4F(ir) 

ou, en d^yeloppant t-^ — -j^ j— 1 snivant les puissanoes de u et posant 



(3) 



1 + CjU + c^u^ + 



1 ^ u -^ pqv^u* 



Or, puisque les ^a+ft,« sont tous ^gaux a Tunit^, la demiere ligne de la 
fonction <p a pour valeur , on a donc 



et l'expression de g> devient 



UV u^vc^ 



+ ...+ 



uf'vc 



a—l 



U«+*ir 



a-^)Ca+»- 



a+ft— 1 



j L :- 1 

^ ^ 1 — y 
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Zu jeder positiven Diskriminante D giebt es eine bestimmte ganze 
positive Zahl A, die durch die Forderungen 

(6) A = D(mod2), k<YD<k + 2 

bestimmt isi Es ist nämlich k die gröfste in Yl) enthaltene gerade 
oder ungerade Zahl^ je nachdem D gerade oder ungerade ist. 

Da för eine reduzierte Form )/2) — y positiv sein mufs, so kann 
y nur einen der folgenden Werte haben: 

ry=2, 4, 6, ... A, D = (mod4), 
l y = 1, 3, 5, . . . A, D ^^ 1 (mod 4), 

deren Anzahl \k oder \{k+ 1) beträgt. Für jedes der hiemach zu- 
lassigen y zerlegt man j(D — y^) auf alle mögliche Arten in zwei 
Faktoren und behält von allen diesen Zerlegungen nur solche bei, 
deren beide Faktoren zwischen den Grenzen (einschliefslich) 

(8) -F+1, -4^ 

gelegen sind. Sind diese beiden Faktoren von einander verschieden, so 
kann man jeden von ihnen fär x, den andern für z setzen. 

Unter den so bestimmten reduzierten Formen führen nur die, 
deren Zahlen x, y, z keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, zu Irror 
tionalzahlen mit der Diskriminante D. 

Haben die Zahlen x, y, z den gröfsten gemeinschaftlichen Teiler 
fii, so erhalt man Formen mit der Diskriminante D und dem 
Teiler nt, und die entsprechenden Irrationalzahlen haben die Diskrimi- 
nante D I m*. 

Zu jeder positiven Diskriminante D ^iebt es mindestens eine redur 
gierte Zahl, nämlich 

(9) 1^'. ^. 1 1 - i±/° ■ 

Dafs diese Zahl reduziert ist, ergiebt sich aus (6), wonach 

yB-k<2<yi)-^ k, 

da k mindestens = 1 und }//> > 1 ist. 

Nehmen wir beispielsweise die Diskriminante 

Z; =, 756 = 4 . 9 . 21 . 
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Es ist A « 26^ und die verschiedenen reduzierten Formen entnimmt 
man aus folgender Tabelle: 



V 


^D-y*) 


Ghrenzen für x, t. 


X. t 


2 


188 


13 14 








4 


185 


12 15 








6 


180 


11 16 


12. 15 






8 


173 


10 17 








10 


164 


9 18 








12 


153 


8 19 


9. 17 






14 


140 


7 20 


7. 20, 


10. 14 




16 


125 


6 21 








18 


108 


5 22 


6. 18, 


9. 12 




20 


89 


4 23 








22 


68 


3 24 


4. 17 






24 


45 


2 25 


.3. 15, 


5. 9 




26 


20 


1 26 


1. 20, 


2. 10, 


4. 5. 



Wir erhalten also die primitiven reduzierten Formen: 



{9, 12,17), 
{7, 14, 20), 
{4,22, 17), 
{5,24, 9), 
{1,26,20}, 



17, 12, 9}, 
20, 14, 7). 
17, 22, 4), 

9, 24, 5), 
20, 26, 1), 

5, 26, 4); 



{4,26, 5), 

die Formen mit dem Teiler 2: 

{10, 14, 14), {14, 14, 10}-{5, 7,7), 
{ 2,26, 10), {10,26, 2}-{l, 13,5}, 

die Formen mit dem Teiler 3: 

{12, 6, 15}, {15, 6, 12}-{4, 2, 5}, 
{ 9, 18, 12), {12, 18, 9} = {3, 6, 4), 
{ 3,24, 15), {15,24, 3}-{l, 8, 5), 

und endlich die Formen mit dem Teiler 6: 

{6, 18, 18), {18, 18, 6}-{l, 3, 3), {3,3, 1), 



{7, 7,5), 
{5, 13, 1); 

{5,2,4}, 
{4, 6, 3}, 
{5,8,1} 



wobei zu den nicht primitiven Formen immer noch die entsprechezx 
primitiven Formen der niedrigeren Diskriminante angegeben sind. 



ei 
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§ 3. Die Perioden der reduzierten Zahlen. 

Es sei jetzt a eine reduzierte quadratische Irrationalzahl mit der 
>iskriminante D =^ y* + 4zz und der primitiven Form [x, y, z\, und 
sei eine ganze Zahl. Dann ist 

1 



I) 



* tß — a 



benfiEdls eine quadratische Irrationalzahl mit der Diskriminante D. 
hmn ist 

folgt 



iz 



2-- 2ar-y-fVZ> 

y — iaz-L\U ^ x + ay — a*z ' 

nd folglich 

*) ®i- l-^i, yu ^117 -D-s^ + 4;ri^i, 



renn 






I Tj = jr -r «y — fl*r. 

^nd wenn also x, y. z ohne gemeinsamen Teiler sind, so sind es auch 

i» yi* ^1- 

Nun ist, weil a reduziert ist, a^ dann und nur dann groker als 

, wenn 

5) a<o<<jf— 1 

ty und dann ist auch 

n — 7 =» « — o' 

rofser als 1. also o, gleichfalls reduziert. Wenn gImj o. rednzieri 
in 8oU. $o muß n dvt grofsi^ m o enO^ien^ fj^mze Zahl iein. and m 

f dnnn awi^ nn^ 7 (ii> m 7 enthaltene 7r*ji4e ^va^ Z^M. und 

e reduzierte Zahl »j = : jTj. y.. r, ist auGvr durch die Difkriminacve /> 
dlstandig durch die Vjeiden Bedingungen 

•stimmt. Denn nehujen wir diese r^ide:: Beöinguni^e: ils eirf^Ih &21 
id setzCT yi ^ y == -"^ s'^ folgt 
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In unserem Beispiel D » 756 erhalten wir die Perioden 

|{9, 12, 17}, {17, 22, 4), {4, 26, 5 }, (5, 24, 9 }, 

(13) {17, 12, 9 }, {9, 24, 5}, {5, 26, 4 }, {4, 22, 17}, 

l{7, 14, 20}, {20, 26, 1}, {1, 26, 20), {20, 14, 7 }, 

und daraus für die Zahl a die Perioden 

[1,6, 5,2], 
[2, 5, 6, 1], 
[1, 26, 1, 2], 

woraus man die periodischen Eettenbrüche für die Zahlen 

6 4-3V^ 6 + 3y21 7 + 3 |/2"i 

17 J 9 y 20 

erhalt. Für die Diskriminante 2) » 21 erhalt man nur die eine 

Periode 

{3,3, 1), {1,3,3), 

also den Kettenbruch 

[3, 1] 
f&r die Zahl 

3+y2i 

2 

§ 4. Die Einheiten. 

unter einer Eitikeit der Diskriminante D verstehen wir eine Zahl 
von der Form 

(1) *=^±^, 

in der t und u ganze Zahlen sind, deren Norm entweder =*= + 1 oder 
= — 1 ist, also 

(2) ^J^ = ± 1. 
Hiemach ist 

(3) l=-Jl^ = ±^-x, 

vom Zeichen abgesehen, der reziproke Wert von ^, und nach dem 
Satze, dafs die Norm eines Produktes gleich dem Produkt der Normen 
der Faktoren ist, ist das Produkt zweier Einheiten derselben Diskriminante 
wieder eine Einheit dieser Dislcrimifiante, Jede Potenz einer Einheit mit 
positivem oder negativem Exponenten ist daher auch wieder eine Einheit. 
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Wenn D ^ ab das Produkt zweier relativen Primzahlen ab ist, 
so kann man in manchen Fällen 

e^^xYa + yYby oder '^^ \{xyä + y^by 

oder ^ { -V^+yV iy 

setzen, worin x, y ganze Zahlen sind, die dann wesentlich kleiner als 
T und U aasfallen. Eine solche Reduktion ist aber nur in manchen. 
Fällen möglich, über die Legendre einige Sätze von etwas all- 
gemeinerem Charakter aufgestellt hat. Ein allgemein giltiges Kenn- 
zeichen läijst sich dafOr nicht angeben. Wir wollen hier nur einige 
Beispiele für die besprochenen vier Fälle und für diese Zerlegung 
anführen. 

I. T gerade. N{d) - + 1. 

5 + 2 ye = (1/2 " + ys)*, D = 4.6. 

151 + 20 >/57 = (5 1/3 + 2 VT9)*, D = 57. 

50 + 7 Ybi (keine Zerl^ung), D - 4.51. 

28 + 3|/87 = |(3y3+V^*, JD = 4.87. 

n. T gerade. JVÖ - — 1. 

d= 1+1/2, JD = 4.2. 

ö = 6+}/37, 2)-37. 

Ö- 99 + 131/58 2) = 4.58. 

Ö- 8 +1/65, 2) -65. 

e = 5604 + 569 1/97, B = 97. 

Ö = 99 +10 1/98, 2) = 4.98. 

HL T ungerade. N{e) = + 1. 

= ö_±i^^ 2).21. 

e = :?i±8>^ = 1(3/3 + V2S)\ D = 69. 

„ HhJ^7 _ i(y7 ^ y^)«^ 2)- 77. 
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rV. T ungerade. JVÖ = — 1. 

d = 'Y"' ^ = 53- 

Ö = 'V^, 7) -85.') 



§ 5. Bereohnimg der Einheiten ans den Eettenbmclientwicklnngen. 

Man kann bekanntlich die Einheiten der Diskriminante D aus den 
Kettenbruchentwicklungen der reduzierten Zahlen ableiten. Wenn 
nämlich 

(1) «-"W^ 

eine reduzierte Zahl der Diskriminante D ist, wenn also D — y^ ^ 4xe 
und Xj y, z ohne gemeinsamen Teiler sind, so läfst sich, wie wir ge- 
sehen haben, diese Zahl durch einen periodischen Kettenbruch 

(2) oj = [a, «1, (it, • . ., a„_i] 

darstellen. Die Zahl n wollen wir die Länge der Periode nennen. 
Jedes Vielfache m von n ist dann gleichfalls die Länge einer Periode, 
und es ist also, wenn P,, Qp Zähler und Nenner der Näherungsbrüche 
sind, nach den bekannten Sätzen über Kettenbrüche: 



(3) «^ = « + V+i 



«.+ 






(O 



Hierin sind P,„, Qm, Pm-i, Qm-i positive ganze Zahlen, die der Gleichung 

(4) PmQm-l - QmPm^l = (- 1)'" 

genügen. 



Ij Reiches Material zu Beispielen findet man in Legendres Zahlentheorie 
(Deutsch von Maser, Leipzig 1886); Degen, Canon Pellianus (Kopenhagen 1827); 
Cayley, Jonm. für Math. 58« 
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Aus (3) erhält man die quadratische Gleichung für o: 

(5) ««Cm - (Pm - Qm-l) 0) - P„_, = 

und dann durch Auflösung: 

(6) o ^^- 



P. - Qn.-i+V{Pn, + Q^-l)'- (- 1)'»4 



2«, 



m 



Hierin ist die Quadratwurzel positiy zu nehmen^ weil der irra- 
tionale Teil einer reduzierten Zahl positiy ist. 

Dieser Ausdruck muijs also mit dem Ausdruck (1) übereinstimmen, 
und wenn wir mit einem noch unbestimmten Faktor u erweitern, so 
folgt 

(7) uYD = V(P„, - Öm-i)^ + 4 P„,-i ö. , 

(8) uy = P„»~Öm-i, 

(9) uz = Öm , 

woraus, wenn man u^{D — y^ bildet, 

(10) wa:=P^_i. 

Da X, ffy ohne gemeinschafUichen Teiler sind, so folgt noch, dafs u 
eine positive ganze Zahl ist. 
Setzt man femer 

(11) t^Fm+Qrr.-U 

worin t ebenfalls eine positive ganze Zahl ist, so ergiebt sich aus (7) 
und (11) mit Rücksicht auf (4) 

(12) ^«-2)m« = (-1)"4, 

und folglich ist 

' t + uyg 
2 

eine zur Diskriminante D gelwrige Einheit 

Da m ein beliebiges Vielfaches von n sein kann, so erhält man 
auf diesem Wege unendlich viele Einheiten. Ist n eine gerade Zahl, 
so haben alle diese Zahlen positive Norm. Ist aber n ungerade, so 
haben sie ahivecliselnd positive und negative Norm, 

Es gilt aber auch der Satz, dessen einfachen Beweis wir hier nicht 
ausführen wollen ^)^ dafs man aus der Eettenbruchentwicklung irgend 

1) Vgl. Weber, Lehrbuch der Algebra. 2. Aufl. Bd. I, § 186, 
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einer reduzierten Zahl der Diskriminante D alle Einheiten dieser Diskri- 
minante erhält, und dafs man also die Fundatneniaieinlieit findet, wenn 
man in den Formeln (5) bis (10) m gleich der Periodenlange n annimmt. 

Wenn diese Periodenlänge also gerade ist, so giebt es keine Ein- 
heiten mit negativer Norm; ist sie ungerade, so giebt es solche Ein- 
heiten. 

Da die Existenz von Einheiten mit negativer Norm aber nur von 
der Diskriminante D, nicht von der besonderen Wahl der reduzierten 
Zahl (D abhängen kann, so ist auch die Eigenschaft, eine gerade oder 
eine ungerade Periodenlänge zu haben, gleichfalls nur von D abhängig, 
und es folgt, dals die verschiedenen Perioden für dieselbe Determinante 
entweder alle eine gerade Länge oder alle eine ungerade Länge besitzen, 

§ 6. Äquivalente Zahlen. 

Zwei Zahlen co und o^ heifsen äquivalent, wenn sich vier ganze 
Zahlen a, ß, y, d mit der Determinante 

(1) a = a* - /3y == ± 1 
bestimmen lassen, so dafs 

(2) »1 = ^^ 

ist Diese Beziehung von cd zu m^ ist gegenseitig, denn aus (2) folgt 

(3) CD = -^^!^^. 

I. ÄUe rationalen ZaJden sind unter einander äquivalent. 
Denn setzen wir (o^m/n, «i = »h/w^, worin m/n und rn^/n^ 
reduzierte Brüche sein sollen, so können wir zunächst vier Zahlen 
^f ßi Yf ^ Bo bestimmen^ daCs 

iam + ßn^m^, 
\ym 4- tfw = nj, 

weil m und n ohne gemeinsamen Teiler sind. 

Ist aber Oq, /3q, y^, Ö^ irgend eine Lösung von (4), so erhält man 
die allgemeinste Losung, wenn x, y willkürliche ganze Zahlen sind, in 

der Form: 

« =- «0 + a;n , ß = ß^ — xmy 

y — yo + yw- d ^ÖQ — ym, 
und daraus, wenn « «= «d — ßy^ 6^ =• «„«'o "" ^o^o ^^^7 ^^^^^ **; 

« — «0 + ^^1 "" y^^'i ; 
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und da wieder m, und n, ohne gemeiiiBamen Teuer sind, so kann man 
hieraus x und y so bestimmen, dab b einen beliebig g^^benen Wert, 
also auch den Wert + 1 erhalt. Dann ist aber 

m^ n '^ 

II, "* I > 

'/ -t 
n 

also mjn und m^/n^ äquivalent 

n. Aus der ZusamtHenseUsung der linearen Substitutionen ergiebt 
sich, dafs zwei Zahlen y die mit einer dritten äquivalent sind, auch unier 
einander äquivalent sind, und man kann cUso alle unter einander äqui- 
valenten Zahlen in eine Zahlklasse vereinigen. Jede solche Zahlklasse ist 
durch eitlen ihrer Repräsentanten eindeutig bestimmt 

Eine redle irrationale Zahl to laCst sich auf eine Weise in einen 
regelmälsigen unendlichen Eettenbruch entwickeln: 

"' = ^ + ^ + 1. 

r — 1 » HO 
r 

= («0, «1, «2, • • •, «r-l. Cor), 

wenn Oq eine positive oder negative ganze Zahl, da Oi, Ot, . . ., a»— i 
positive ganze Zahlen sind, und (Dr> 1 ist. Die Zahlen Oo, Oi, . . ., a,— i 
heifsen die Teilnenner, die Zahlen Or die Schlufszahien vom Rang v, 
und diese Entwicklung läfst sich unbegrenzt fortsetzen, d. h. man kann 
V beliebig grofs annehmen. Darum heifsen diese Kettenbrüche unend- 
liche Kettenbrüche. Die Schlulszahlen o, sind alle mit o und folglich 
auch unter einander äquivalent 

m. Die notwendige und hinreichende Bedingung für die Äquivalens 
zweier reeller irrationaler ZaJUen ist die, dafs in ihren Kettenbruchentwick- 
lungen die Schlufszahlen und folglich auch die Teilnenner von einem gewissen 
Bange an mit einander übereinstimmen, oder dafs, wie wir uns auch aus- 
drücken können, die Kettenbruchentuncklungen denselben Endverlauf haben. 

Für den Beweis dieses Satzes verweise ich auf mein Lehrbuch der 
Algebra (Bd. I, § 129 der 2. Aufl.). 

Diese Begriffe und Sätze wenden wir nun auf die quadratischen 
Irrationalzahlen an, und stellen den Satz an die Spitze dieser Be- 
trachtungen: 

IV. Ist a eine reelle quadratische IrrationalzaJd, so ist jede mit 
äquivalente Zahl o^ ebenfalls eine reelle quadratische Irrationalzahl, 
dip Diskriminanten beider sind dieselben. 
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und folglich ist, wenn t eine unbestimmte Gröfse ist, 

y^» - (a - *) < - /3 = y (^ - (d)(^ - co') = yN{t - cd) ; 

setzen wir darin t = — ä/ y, so folgt: 

N{y(o + d) = ad — ßy y 

woraus der Satz IV folgt. 

Y. Zwei benachbarte Zahlen (o^, (o^: 

(4) «'i = « + i, 

sind ganz oder halb äquivalent, je nachdem die Norm von g)| positiv 
oder negativ ist. 

Da die Normen der reduzierten Zahlen alle negativ sind, so folgt^ 
dafs zwei benachbarte Zahlen einer Periode immer halb äquivalent 
sind; und es ergiebt sich also daraus, dafs bei den redusnerten Zahlen 
gange und halbe Aquivalem gleichbedeutend ist mit eigentlicher und un- 
eigentlicher Äquivalenz. 

Dies gilt aber nur für reduzierte Zahlen allgemein. Sonst ist' z. B., 
wenn die Norm von cd positiv ist, o mit I/o uneigentlich und zu- 
gleich ganz äquivalent, und wenn die Norm von co negativ ist^ o mit 
— 1/(0 eigentlich und zugleich halb äquivalent. 

Wenn wir nun die Zahlen der Diskriminante D in der Weise in 
Klassen einteilen, dafs wir nur die ganz äquivalenten vereinigen, so 
erhalten wir, falls es Einheiten mit negativer Norm giebt, keine weitere 
Zerfällung; dagegen verdoppelt sich die Zahl der Erlassen, wenn es 
keine Einheit mit negativer Norm giebt. Die so gewonnenen Klassen 
stimmen mit den nach eigentlicher Äquivalenz gebildeten in den reduzierten 
Zahlen überein. Nicht reduzierte Zahlen aber können nach der einen 
Einteilung in derselben, nach der anderen in verschiedenen Klassen vor- 
kommen. 

Strafsburg, im Mai 1Ö02. 
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Die Funktionen 

genügen der DifEerentialgleichang 

A(y)-o, 



wobei 



A(y) = 



y Vi 9i 

y' 91 vi 

// // ff 

y Vi v« 



Vi Vä 
Vi V« 



■"5^* + ^irfi+ Viy 



ist. Man hat 



(••=•1, «). 



wo ?i(— ) eine bei a: = oo reguläre Funktion darstellt. Setzt man 

i)(y) = A(y)-A(y), 



SO igt 



^(«P*) = - DCVi) = e'^'x^'-'^i^-) . 



Wir yerstehen nun unter Uq ein Integral von D^ (y) «= (zuerst 
Mq» 9j ; später Uq= 9,) und schreiben die Kette von Differentialgleichungen 

Dl (Wm) = A(Wm-l) ("»=1. «. «. •) 

an, woraus wir nach einander die Funktionen u^, ti^, u^y ... berechnen, 
indem wir ein partikuläres Integral einer jeden Differentialgleichung 
passend fixieren. 

unter Anwendung der Bezeichnung^) 

haben wir zur Bestimmung von Um die nicht homogene lineare Differential« 
gleichung 



A(Wm) = i^m-l(a?), 



woraus wir erhalten: 



4(.r) 






J,(t) 



i 



1) YgL Schlesingers Handbuch Bd. I, S. 870 ff. 
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während sich ftir 



ergiebt: 



A(«J - ■?;(*) 



4(«) 



F„ix) =^D,ivdfF„-iix)^dx 



d^{f) 



=^ fF^-x(f)I)t{9M)-^dt 



=/^".-(0^'^^- 



Dabei ist gesetzt: 



^(0 






^i(^ ^) = 



z/(^, a:) = 



Die feste untere Integi'ationsgrenze und der in x endigende In- 
tegrationsweg l werden im nächsten Paragraphen in einer unseren 
Zwecken entsprechenden Weise gewählt. Sodann wird in Nr. 3. gezeigt, 
dafs die Reihe 

«*o + <*i + ^a H 

in einem gewissen Gebiet der ^-Ebene unbedingt und gleichmäbig 
konvergiert und der Differentialgleichung {Ä) genügt. 
Der Bequemlichkeit halber setzen wir 



sowie 



y » ef^'x^ig^ 



«1 - a, = a, Pi - p2 = P 



so dafs a eine reelle, positive Gröfse ist, und betrachten die Differential- 
gleichung für 0, Mit anderen Worten, wir setzen in den bisherigen 
Formeln 

«1 = 0, (>i = 0; a, = - a, Q^ = - Q 

und 

9i =-1, rjTj = c-«'ar-^. 
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Bchriebenen Integrationswege Uegt (so dafs das Argument von ^ zwischen 
endlichen Grenzen bleibt); 



also auch 



Es kann nur dann 



ia)i<^')' 



i*i<Ä 



X 



>8 



Mm, wenn < -• — f, t' reell positiv und grolser als s| a; | ist, d. h. wenn 
t am Anfang des ans dem Unendlichen kommenden Integrationsweges 
liegt Wir setzen q^ q + iq". Im Falle ^' < ist 



lari-Kr 



X 

1 



-Q' 



eff"^'«l<cs9'<H^), 



also auch 



*I<Ä 



Im Fall q' >0 haben wir 



I ^ ! = f^\ 



wegen \x\ <— ist 



also 






mithin li^ { ^ | unter einer endlichen Gröfse H, wenn t"^8Rj also 
auch^ wenn f>s\x\ isi 
Die Ungleichung 



X 



<i 



kann nicht bestehen; auf einem Integrationsweg V ist nämlich |^|^|^|; 
auf einem Weg V ist der kleinste Wert von |^| gleich dem reellen 
Teil I von x, und es ist 

ii>sind>i. 



1) H ist eine endliche positive GrOlse, die so grofs zn nehmen ist, dafs auch 
die folgenden {H enthaltenden) Ungleichungen erfüllt sind. 

2) Unter e verstehen wir eine endliche positive GhrOfse. 
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Bisher war 



angenommen; ist 



n^eLrgx> — ^ + d 



^.^ arga: < -r- — *, 



so besteht der Integrationsweg ans einem Teil der negativen reellen 
Achse und einem Kreisbogen, welcher im Sinne wachsender Argumente 
durchlaufen wird, woran sich unter Umstanden eine Gerade anschlie&t. 
Die bisherige Schlufsweise erfahrt keine wesentliche Änderung. 

Es sind demnach endliche positive Gröfsen M, M^y N und k so 
vorhanden^ dafs 

\f(t,x)\<M, \fS,x)\<M„ \fiF,(t)\<N, 



f\ 






ist, wenn x der im Gebiete G liegende Endpunkt des gewählten InJte- 
grationsweges l (V oder V) und t ein hdiebiger Punkt dieses Weges ist. 
Die bisherige Schlufisweise braucht nicht geändert zu werden, wenn 
unter x irgend ein Punkt von l und unter t irgend ein vorausgehender 
Punkt verstanden wird, 

3. Nunmehr können wir beweisen, dals die in Nr. 1. auf- 
gestellte Reihe 

t*o + «*i + ^2 H 

für alle dem Gebiete G angehörigen Werte von x unbedingt und 

gleichmäfsig konvergiert, wenn alle Integrationen über den in Nr. 2. 

beschriebenen Weg l erstreckt werden. 

Zunächst ist 

I x^Fq{x) I < K 

Aus den am Schlüsse von Nr. 1. angeschriebenen Formeln für u^ und 
x^F^{x) folgt für w = 1, wenn man 

setzt, 

\x*Fi{x)\<MNL,. 

Die letzte üi^^leichaiig gilt nicht nur für die obere Ghrenze x, sondern 
für jeden Punkt des Weges l, d. h. es ist 
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Nun ergiebt sich aus den f&r m = 2 gültigen Formeln 

oder 



, ^ MM. NU 



und ähnlich 



.«f,(.)|<^!|^' 



Weiter erhalt man 



«*«!< 



M^M^NLl 



und allgemein 



oder, weil 



8 I ^ 8/ 



**»» < ;;7^ — ' 



^-<]| 



isty 



Wwl < 



/3fA;\m 

-af^-^jfijv^ir M^N \\x\) 



Hiermit ist cJie unbedingte und gleichmäfsige Konvergene der Beihe 

^*=Wo + tii + ti,H 

im Gebiete G bewiesen. 

Die Ableitungen der Reihensumme vi erhält man also durch glied- 
weise Differentiation. Nun ist 

AK + Wi + — t- O = AK + "2 H 1- w,«-i), 

abo für lim m — oo 

AW-A(^) 

oder 

D{yi) - 0. 

2)t6 22ßt%6 1} 5feIZ^ 02^0 e»n Integral der Differentialgleichung {A) dar, 
in welcher «i =- 0, pi = angenommen ist, oder mit anderen Worten, 
ein Integral derjenigen Differentialgleichung, welche aus der ursprüng- 
lichen Oleichung (Ä) durch die Substitution y ^ ef^'x^^z hervorgeht. 
Später betrachten wir die Beihe 

als Integral der ursprünglichen Oleichung {Ä). 
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Auch die Beihe 
ist im Gebiet O gleichmäfsig konvergent, denn es ist (v = 1, 2, • • •) 

4. Behufs Untersuchung der einzelnen Olieder der Beihe rj schalten 
wir folgende Betrachtung ein. 

Es sei 

a sei eine reelle positive Ghröise; die zu integrierende Reihe sei für 
hinreichend grofse Werte von {:r| konvergent und der Integrationsweg 
l habe die in Nr. 2. beschriebene Oestalt oder sei dem dort betrachteten 
Wege äquivalent; er verlasse die Stelle x = <x> mit arg o; = ä oder 

mit einem zwischen -^ und — gelegenen Argument und verlaufe im 
Gebiet 

|a:| ^ r, - | + * < arg a; < -~ - *, 

welchem die obere Integrationsgrenze x angehört. Setzt man 

J.^Je^'xff'^'dx, 

so erhält man durch partielle Integration 

durch wiederholte Anwendung dieser Formel ergiebt sich eine Gleichung 
von der Form 



Wenn man 
setzt^ so hat man 
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oder unter EinftÜinmg einer bequemeren Bezeichnung 



00 



c-«'x-^+- re«'<^-»-^ ^%dt 



odefT, wenn man 
setzt^ 



/4-0 



^ = a? — w 



CO OD 



If^ff,^-" (l - J^-" — 'c— rf«. 



^ = 

War X ursprünglich reell negativ und verlief der Integrationsweg 
in der reellen ^ Achse ^ so stellt jetzt die positive reelle u- Achse den 
Integrationsweg dar. Wenn sich x von der negativen reellen Achse 
(arg x^ Tc) aus bewegt, ohne die positive reelle Achse zu überschreiten — 

sonst vfürde die unter dem Integralzeichen stehende Potenz von 1 

für einen Punkt u des Integrationsweges unstetig werden — , so stellt 
der letzte Integralausdruck die Fortsetzung von £« dar. Wir beschninken 
X auf das Gebiet 

-<arga;<23r-^. 



Wenn u reell positiv und \x 
gebenen Gebiet li^^ so ist 



R ist, wahrend arg x in dem an- 



X 



sT/iTJ^ 



2^cos-^sm:^. 



Nimmt man | o; | < r^ so ist 



und bei hinreichend grofsem r 



2^^.-"(i-3"^ 



<9, 



,1.-0 



wo g eine endliche positive Gröfse ist. Femer ist der reelle Teil von 

(p-n-l)log(l-g 



von der Form 



±alog 



1- 



u 

X 



±^"g(i-3> 



wo a und h positive Orölsen sind. Da log 1 1 — ' mindestens gleich 

1 X , 
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log sin — und kleiner als log f 1 + — j ist und der absolute Betrag Ton 
h arg (1 — — j unter einer endlichen Gröfse h bleibt, so ist 

|(l_jy — '|^r,„.og(i+^)_«i.g 

Es ist demnach 

OD 



^1 — a log tili -^ -}- A 



d. h. €n nähert sich für lim x » oo gleichmäfsig der Orenze Null für 

* * 

die Werte von arg x zwischen -^ imd 2;r — -^ . 

Nehmen wir x wieder reell negativ an, so ändert der Integralaas- 
druck für £n seinen Wert nicht, wenn wir als Integrationsweg an Stelle 
der positiven reellen ti-Achse eine vom Nullpunkt der u-Ebene mit 
arg u =» 9 ins Unendliche gehende Gerade setzen, wofern nur (p zwiBchen 

— -5- und — Uegt. Wir beschränken tp auf das Gebiet 






Setzt man 

u = uc'«*, X = X€'*f^ 

und 
SO ist 

00 CO ^ 

f, = |,/^<;;a;'-'' (l - J)*"""""*«-»«»* -'e-'«»^» «'du', 

wobei die positive reelle Achse der u'-Ebene den Integrationsweg bildet 
Das Integral hat jetzt die vorhin untersuchte Form, da durch den Faktor 
g— /oiiny tt' jjjii; ^Qjjj absoluten Betrage 1 nichts g^ndert wird. Der 
absolute Betrag von £„ liegt unter einer Grenze, welche aus der vorhin 
angegebenen dadurch hervorgeht, dafs man a durch a sin -r- < a cos q> 
ersetzt. Daher nähert sich £„ gleichmäfsig der Grenze Null, wenn x- 
mit einem Argument zwischen - und 2ä — -- oder, was dasselbe ist, 

wenn x mit einem Argument zwischen q> + _- imd 9 + 2ä — ~ ins 

Unendliche geht. Da nun 9 zwischen ^ - imd "7 variieren kann, 

SO ist gezeigt, dafs sich £« ftir aUe Argumente von x zwischen — -^ + d 
und d gleichmäfsig der Null nähert. 
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Die Gleichung 

J- e-'a^ (C^ + ^ + . . . + ^ + L-) 

mit dem angegebenen Wert von £« (fQr n kann jede ganze positive 
Zahl gesetzt werden) schreiben wir 

J~e"aj?(Co + | + |+-) 
und sagen, das Integral J werde durch die Beihe 

Ca«^(C,+ | + 5 + ...) 

gleiekmäfsig (asymptotisch dargestellt für 

-J + (J<arga;<^-d, 

UH> d eine beliebig kleine positive Zahl ist. 

Man sieht, dafs dieser Satz bestehen bleibt, wenn die zu integrierende 
Funktion in dem angegd>enen Gd)iet von x durch die Beihe 

^ x"" 

gleichmäfsig asymptotisch dargestdU wird, auch wenn diese Reihe nicht 
konvergiert. 

6. Nim ergeben sich leicht asymptotische Ausdrücke für die Glieder 
u^ (m — 1, 2, . . .) der Reihe i^. 
Es war 

Mo= 1 

und 

A(«o)-^-**o(y- 

Man hat für m =>» 1, 2, 3, . . . 

"" -=/A («-.) j(| dx + e-'x-i'/D, (u„_0 ^jg- dx, 

I I 

wenn die in Nr. 1. eingeführten Bezeichnungen beibehalten werden. 
Es ist also 

«, -/a:-» *o (ä P. (s) ''^ + e-"a;-?/c««a:e-« ^, (i) p, (i) rfar. 

i I 

Das erste Integral erscheint ab Potenzreihe von - ohne konstantes 

AfcUT d«r XfttlMinatik aad Phjrrik. m. IUUm. IT. 16 
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Glied, das zweite wird durch eine mit e^'cc^^^ multiplizierte Potenz- 
reihe von i im Sinne von Nr. 4. asymptotisch dargesteUt. Durch Mul- 
tiplikation des zweiten Integrals mit e^"'X'~^ entsteht also eine mit 

dem Faktor x"^^ versehene asymptotische Potenzreihe yon - . Man 
hat demnach eine asymptotische Gleichung von der Form 

Daraus folgt 

A(«.)~a;-»iPi(l).iO 

Weiter ist 
«, ~/a;-» ^, (i) p. (I) dx + e-"a:-e/e-«a^-» ^, (i) p, Qrf^r- 

Das erste Integral stellt sich bei formaler Berechnung als eine mit x"^ 
multiplizierte Potenzreihe von — , das zweite als eine mit e"'rc^~' mul- 
tiplizierte Potenzreihe von — dar, sodafs man die asymptotische Gleichung 



00 



X 

dai 

X 

erhält. So fortfahrend, findet man 

OD 

X 
ysim 






d. h. ist n ^ m eine beliebige ganze Zahl, und setzt man 



1) Wegen a» — 0, «, — — «; ^^ -. 0, 9, = — p ist o^ = a, ^o = 0; o, = ^ 
5, = 0, also 

femer 



''■^'-'-C-^+^V' 



•omit 

-2),(y) = 7)(y)-2),(y) = /S 



^'■-^))^-^^-)' 
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80 nähert sich^ wenn x ins Unendliche geht; b^ gleichmäfsig der Grenze 
NnU für 

- 2 +*<ai:ga:<-^-*, 
wo 8 eine beliebig kleine positive Gröfse ist. Femer ist 

<*. = ?J (^ > w)> 

X 

wo B^ dieselbe Eigenschaft besitzt wie b^. Setzt man 
und 

so ist 

i2 = tio + tt, +Uj4---- = l + ^ + ^ + --- + ^ + -j^. 

In dem in Nr. 2. bezeichneten Gebiet G ist die Reihe 

oder^ was dasselbe ist^ die Reihe 

gleichmäfisig konvergent.') Ist y eine beliebig kleine positive Gröfse, 
so kann man p ^ n so grofs wählen, daTs im Gebiet G 



B 



P 



+ l + ^,-H2 + •••'< 



7 



ist, und 12 so grofs, dafs im Gebiet G für |a;| > 12 

^1 + «2 + •••«,! <Y 



ist. Es ist also | f < y, wenn sich x im Gebiet G befindet und 
x I > 12 ist; d. h. die Funktion tj wird bei der Annäherung an x =^ oo 
durdi die Beilie 

X x^ 

gleichmäfsg asymptotisch dargestetUy welchen Wert im Intervall 

- I + * < arg^ < T "" * 
das Argument von x hohen möge. 

1) Vgl. den SchlufB von Nr. 3. 
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Setzt man 

so wird das Integral i^^ der ursprünglichen Differentialgleichung (^4.) 
durch die Normalreihe 

^1 . ^ 



S^=.e-.'a:^.(l + ^^»+|| + ...) 



in der beschriebenen Weise asymptotisch dargestellt 

6. Wiederholt man die bisher durchgeführten Betrachtungen, nach- 
dem man die Substitution 

angewandt hat; so findet man ein Integral i^s ^^^ Differentialgleichung 
{Ä\ welches durch die Reihe S^ asymptotisch dargestellt wird.* 

Wir betrachten zunächst die Differentialgleichung f&r oder eine 
Differentialgleichung (Ä), in welcher 

«1 = «>«« = 0; Pj = p, Pj = 
ist. Mit U0 — 1 beginnend; hat man 



der Integrationsweg T verläfst die Stelle x== 00 längs der positiven 

- und ~ 
2 2 



reellen Achse oder mit einem Argument zwischen — - und - ; x wird 



auf das Gebiet G 

beschrankt. In diesem Gebiet G ist die Reihe 

^=-t«o + Ui + t^H 

unbedingt und gleichmäfsig konvergent. Die einzelnen Reihenglieder 
werden^ wenn x zwischen den angegebenen Grenzen bleibt^ durch Potenz- 
reihen von - gleichmäfsig asymptotisch dargestellt: 



X 






Setzt man 



^v ^^^mt} 



mal 
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Bo wird die Funktion ^ durch die BeOie 

1+5+I + -" 

in dem angegebenen Gebiet gleichmäfsig asymptotisch dargestellt, also das 
Integral 

der ursprünglichen Gleichung (Ä) durch die Reihe 

Wir haben somit den Satz: 
Die Differentialgleichung 

g+(«.+^ + 5.+...)|»+(».+'.+^,+...),_o 

wird, wenn die charakteristische Gleichung 

a« + ao« + »0 = 

jswei verschiedene Wwrzel/n a^, a^ besitzt^ durch die im allgemeinen di- 
vergenten Normalreihen 

S,_e«.«a:e.(l + | + fH-...) 

formdl befriedigt. Wir nehmen, was keine Beschräfücung der AUgemein- 
heit ist, a^ und a^ redl und a^ > a^ an. Dann besitzt die Differential' 
gleidhung zwei ausgezeichnete Integrale rj^, 17, van der Eigenschaft, dafs 
bei der Annäherung an die Unbestimmtheitsstelle o; = 00 das Integral 

Vi ß^ 

-2<arga?< — 

durch die Beihe S^, das Integral i^s für 

-- <arga;<- 

durch die Beihe 5, asymptotisch dargestellt unrd. Die dargestellte Methode 
successiver Annäherungen liefert konvergente Beihenentwicklungen von rj^ 
und 17,. 

Hiermit sind die Hilfsmittel für eine eingehendere Untersuchung 
der Integrale bei der in irgend einer Richtung erfolgenden Annäherung 
der Yeranderlichen an die Stelle x=^ 00 gewonnen. Für einen spe- 



Entwicklung der Funktion Log r{a) nach faUenden Potenzen des Argumente. 231 
Man logariihmiere diese Gleichung links und rechts 



mssao 



Log coB ^ -2* L<« (l - 1») ' 






Man setze zur Abkürzung A^j^ "=l + "fi + "tlH ; ^^"^ folgt: 



8* 



(1) Log co8?^ 2t(^ + ^^)*" 



isl 



Wir multiplizieren beide Seiten mit dx und integrieren im Bereich 
von 0; also 

j LogcoBf (iz— j 2't(1 + ^a)*"'^* 2't (1 + ^a) ?iTi 

i=l X^l 

oder 

(2) fhogoos^dx 2(T-iITi)(^ + ^*)^'^'- 

Man multipliziere nun die Gleichung (1) mit —, 

(3) fLogcos^-^'ÄCl + ^'t)*''*'- 
Hierauf soll (2) halbiert und von (S) abgezogen werden, somit 

(4) ijLogco8^da:--|Logco8^=22TqM(^ + ^^)^^'^'- 



x=i 



Aus (4) folgt: 



Bekanntlich ist aber 

-x + iLog j-^ - = -3- + - + . . • -^ 2i-+i5 
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daher 



jf^x"-«-i/Log(2co8^da;-.|Log(2coB?^-iLogi±f+*, 






-iLog(2l±->!^ + .. 

Wächst o; bis zu 1; so verschwinden die zwei ersten Tenne und der 
dritte Term wird zur bekannten Konstanten — \ Log 2x, also 



A«l 



Nun war 






A«' 



^1 («i*+iy 



folglich 



y.AA_»y y_i ?^ 

a—i 11=11 i=i ^ PT V 



Femer ist 



Multipliziert man beide Seiten mit 2(1 + 1, so folgt demnach 
und endUch 



1) Vergleiche den Ausdruck im xitierien Büchlein S. 86, Formel 44. 



...-'V, 
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Man setze 


nun 


9 






0) 


/•(«) = 




i)Log- 


a + i 


so ist 


/•(!)■ 




-^1' 


also nach 


(6) 








(8) 


/•(!)■ 


=-1— |Log23r. 







Begrenzen wir in (7) die Summe nach oben mit X ^ N, wo N 
eine sehr grofse ganze positive, zum unendlich werden bestinmite Zahl 
ist^ so kann (7) dargestellt werden wie folgt: 

(a-|)Loga + (iV+a-i)Log(a + iVr)-XLog(a+A)-JV 

(a-\)Loga + (N+a-\)LogN{l + ^)-^Log{a+k)-N 

, (a-i)Loga+(J\r+a-i)(Log2\r~^-i^. + ..-) 

-^Log(a+;i)-Jv; 

f(a)^{N+a-\)LogN--N-'Log[a{a+l)'"(a+N—l)]+a—(a-})Loga. 
Hieraus 

subtrahiert 
/'(«)-Al)-(o-l)W-y+W^(^y ...'(a^.y_ T)+"~^~(°-i)W«. 

Wir multiplizieren den Bruch des Logarithmus der rechten Seite mit 
lim — r-i[f " 1 ; also erhält man 

/•(«) - /•(!) » Log^^-|i:^{-^ ^^ + (a- 1) - (a - DLoga 
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und erhalten für lim ^=00: 

f{a) - f{l) = Log r{a) + (a ~ 1) - (a - i) Loga. 

oder 

Log r{a) = f(a) - f{\) + 1 - a + (a - i) Loga, 

oder wenn die Werte nach (7) und (8) eingesetzt werden: 
Log r{a) = — 1 + jLog2Ä + 1 — a + (a — |)Loga 

^iLog2^-a + (a-i)Loga+^(a + A-|)Log ^^|^^ -l} 

und endlich 

(8) na) = l^.e-„-^JJi(-^|4,)-*--fO 

a=i 

Diese Ableitung ist ebenso elegant wie die im zitierten Büchlein ge- 
gebene. 

um nun einen Ausdruck zu erhalten, der nach fallenden Potenzen 
des Arguments fortschreitet, führen wir Bemouüische Funktionen ein. 

Ln Ausdruck fttr f{a) greife man den aUgemeinen Term heraus, 

dann ist 

1 

(« + A - i)Log ^^ - 1 -f^^.dt, 



ferner ist 



OD 

a-^X — t J ' 



somit folgt nach Formel (7) 



f(a) ~^[ia + A - i) Log^^ii^ - 1 ) , 



1 



««-1 
-t^-1 a— 1 



so * » — -w « — 

(9) f{a)=ff(t-{)e-('-'>'-^e-^'dtdx, ^ e' 



l) Yetgl. das zitierte Bfichlein S. 4«, Fonnel 46. 
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Die BemouUische Funktion Bei definiert durch 

nsssO 

wo Bj^ die Ate Bemoullische ZaU^ z. B. 

z(o,0 = i, 
z(i,0-<-i, 

2(2,0 -=i^-i< + Ä 

u. 8. w. Substituieren wir nun die hierher gehörenden Werte in (9), 
so folgt 

Xsszao 00 1 

*^1 A A 



das auf x bezügliche Integral konvergiert für a? = 0, weil hier 

Je"x(lyt)dt von gleicher Ordnung mit x ist. Nun ist 
o 



I' 



(11) 



;i=2 
c^^=(— l)"-!^^; daher ist 

f(a) ''fe-"\^c,x' -f^\f^xinA-f)dt\dx, 

i=»8 

(10) «.) -f ^ '' -/,(.,!- (fc'^^"^-) ->■ 

X^2 

Setzt man in (10) n <-» 2g + 1, A » 2(1, so hat man nach (8) und (10) 

^=9 B 1 

i 

U 



■/z(2? + l^OJ/^-'-^'^rf^ld«, 



236 



J. H. Gbaf: Entwicklung der Funktion LogF(a) etc. 



und unsere Aufgabe ist gelöst. Der Ausdruck ist streng richtig , aber 
nicht sehr bequem und kann aus leicht begreiflichen Ghründen nicht 
bequem sein. 
1. Es ist 

^jV'a:(i,Od^=i,(^-i + i.); 



daher folgt auch aus 



na)~ff^^[f^'x{ht)dt]d 



X 



ein zweiter Ausdruck für /*(a), nämlich 



(12) 






eine einfache Darstellang jener Stunmenformel, die bei der Schäiznng 
der Qammafanktion fOr ein sehr grofses Argument eine gewisse Rolle 
spielt. 

2. Es sei ^J^S^IM = A(a), dann folgt aas (11) 



da 



(13) 



fi — q 



A(a)^Loga-l+^{-iy^j-±, 






/z(23 + l,0(/«-"'-'"^r/^)rf<- 



Diese Formel bietet^ wenn für a eine grofse positive ganze Zahl 
gesetzt wird, ein vorteilhaftes Mittel zur Berechnung der KoHskmim 
des IntegraUagariffimtis 

Bern, April 1902. 
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Es sollen nun in diesem Abschnitt durch direkte Rechnung die 
Bedingungen für die Yertauschbarkeit einiger Differentialausdrücke 
abgeleitet werden, bei welchen dieselbe keine besonderen Schwierigkeiten 
dai'bietet; zunächst fiir einen Differentialausdruck erster und einen 
solchen w'**^ Ordnung: 

Es ist 

+ (3i- + (7a- 1 + Pik) f"^ +'" + (Qo+P9o)yf 

also der Koeffizient von j/*^ in $P: 

n 

Soll nun 

PQ=QP 

sein, so ergiebt die Vergleichung entsprechender Koeffizienten 

n 

also zunächst 

S-n-i = **P'' ^■'^- fir»-! = «P + Ci! 

und daher g,.» = Q [p' +1)*] + (*^^)p(h + c,' 
In derselben Weise findet man 

ff„-, = (9 [p" + ^PP'+p'] + ("7 ') [/ + p1 «1 + ("7>«i +'.• 

Setzt man nun 

^=i, = 7?,(i,), *^ = B,(p) = B, (B„ = l), 



m" 



z. B. JB, = — =_p' + |)«, 






^ = ^ =i>" + 3jp2}' + i>^ u. s. f., 
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so wird 

Durch Induktion findet man entsprechend die allgemeine Formel 

6) «»-*=G)i?»+(;;r;)i?*-ic,+(;!i^)i;,.,c,+...+("-j+^)7?,c,_.+c, 

Ihre Giltigkeit wird durch den Schlufs der vollständigen Induktion 
erwiesen, indem man sie bis (/„.^^^j als richtig annimmt: Differenziert 
man (6) und berücksichtigt (5), so erhält man zunächst durch Ver- 
gleichimg der von den c^ freien Glieder: 

Die Richtigkeit dieser Gleichung ergiebt sich aber aus den folgenden 
beiden Rekursionsformeln für die R^i 

Aus - , = • 

dz u u %i u 

folgt i{,^, = n;.+pit,; 

xmd aus u = u - p, m^*+^) = (up^^^i 

JJ*+, = Ji,P + Ii,-tP' + Q R,-,P" + ■■■ + kR,p^'-'^ + P^*'. 

Daher ist in der That 
K, = R,^, - R,p = kR,_,p' + Q R,_,p" + ■■■ + *Ai,(*-« +i/*^. 

In analoger Weise verifiziert man die durch Vergleichung der Koeffizienten 
der einzelnen c^ sich ergebenden Relationen. Wenn man nun die 
Differentialgleichung 

d»=k . = ,,, ^,0 #. - („r .r.n.fonni.rt and C _„M^ » ^ 

in der transformierten Differentialgleichung nach Division durch q der 
Koeffizient von j/"~*): 
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Die Yergleichung mit (6) zeigt; dafs Q => diejenige Differential- 
gleichung ist, welche durch die Transformation 

aus der Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 

hervorgeht. Bire linke Seite ist daJier nach Obigem das (symbolische) 
Produkt von n unter einander und mit P vertauschbaren linearen Liffe- 
refitialausdrücken erster Ordnung. Dafs andererseits diese als notwendig 
erkannte Bedingung für die Yertauschbarkeit von P und Q auch hin- 
reicht, ist evident. — Dieser Satz wird im zweiten Abschnitt ohne jede 
Rechnung durch blofse Schlüsse erwiesen werden. 

Femer sollen die Bedingungen für die Yertauschbarkeit zweier 
Differentialausdrücke zweiter Ordnung 

und ö = y" + ffiy' + fty 

durch direkte Rechnung bestimmt werden. Es ist 

PQ = »<^> + (q^ + P,)y"' + (2<?; + «, +P,q, +P,)y" 

+ (9i + ^9i +PiQ'i+ Piii + P»Qi)y' + (.Qi + Pxl't + Ptit) y 

QP = y<iv) + (p^ + gj y'" ^(2p',+p, + q,p, + q,)y" 

+ (p'i + 2pi + iip'i + 9iP» + 9tPi)y' + ip'i + 9tPi + QiPi) y- 

Die Voraussetzung PQ — QP ergiebt 

(a) g; =p[, d. h. q^ =p^ + 2c, ; 
femer q'[ + 2q^+p^q[=- p\ + 2p^ + ?,;),' , 

also mit Berücksichtigung von (a): 

(b) 2q^ = 2p^ + 2cipI , d. h. «?, -= i>, + c, j»! + Cj; 

endlich (c) 9'i+ Pi9i'-'P's + 9iPi> 

also mit Rücksicht auf (a) und (b): 

ClP'i + ClPtP't = 2c^p^. 

Ist c, >— 0, so föllt diese letzte Bedingungsgleichong fort; ist dagegen 
r, von Null verschieden, so folgt aus ihr: 

P' l>* 
P»-i + T + ^t' 

q' g» 

9.--i+ :+c,. 
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gleich Null sind^); daJGs die Differentialgleichung Pf(y) » mit 
Pi(y) — o^y = und Pi(y) — cö,y = Integrale gemeinsam hat, worin 
(D| und CD, bestimmte Konstanten bedeuten, die auch den Wert Null 
haben und einande)r gleich sein können." Da Pi(jf) — (o^y nnd P^(if) — <D^y 
nach Obigem vertauschbare Differentialausdrücke erster Ordnung sind, 
so ist direkt^) 

A(y) = A Oo!/' + 0^1 - ^i)y) (PoV + (Pi - ^i)y)' 

Da Pq eine Eonstante, ist P, mit P^ vertauschbar; aus PjPj = P^P^ 
ergiebt sich daher: 

PiQi = QiPr 

Qi hat daher nach Obigem die Form: 

Öl = ^ (pov' + (j?t- «)y)» 

wo a eine Konstante bedeutet, and es ist auch 

folgüch P,P,^P,P,. 

Da sowohl P5 als auch P, mit P^ (und Q^) yertauschbar ist, so sind 
auch in diesem Falle P, wnd P, Produkte oms zwei hee. drei vertausch- 
hären Differentialausdrücken erster Ordnung, und die Differentialgleichungen 

in Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten transformieren. 



Pj = und Pj = lassen sich durch die Transfonnation v = e^v^" y 



3) Pq eine Funktion von e. 
Zunächst findet man durch dieselben Betrachtungen wie in 2): ^ 

und es ist 

PP, = P,P. 

Aus P, Pj = P5 P2 ergiebt sich 

P.QiP, + P,i\ = QiP.P, + PiP,, 

1) Der Fall /}^ » a, = 0, a^ » /?, = » fahrt auf den Fall 1) zurück, da hier 
Pi(^) — ay^^O mit P, = zwei linear unabhängige Integrale gemeinsam hat, 
also identiflch P^(y)^my sein muTs. 

2) Diese Zerlegung von P, gilt, wie aus der oben zitierten Arbeit von Herrn 
Hamburger hervorgeht, auch noch für den Fall o», smo,. 



262 Qbobo Wallbmbsbo: 

und, da 

p,p^ = -',pp^, p.p,'- p,{^p) ^^p.p-^-^P'^^PtP-^p^p, 

ist: 

(A) P,QfQtP»-^p;y- 

Es sei 

P% = y' + ^ly' + ^y; Ci = y' + ay. 

also • 



r. = -^ . r, = 





^"" Po ' * rf 



dann folgt aus (A) durch Yergleicliung der Eoeffizi^iten von y' und y: 

also r2 = '^ + *"; +22>o + CrO 

Setzt man in diese letzte Gleichung die obigen Werte fOr r^ und r, 
eiu; so heben sich alle p^ enthaltenden Glieder fort; und es resultiert 
für Pf^ die Differentialgleichung 

oder 

&--^ + ^- + «^» + ^^^^« = ^' 
deren erstes Integral 
(B) p^» „ _ 4p» _ 4c, ^J + c,^, + (o,, - «,,)« 

ist. Daraus erffiebt sich p^ als eifideutige doppdiperiodische Funktion von 
z — Cj, die mit der Weierstrafs sehen fp-Funktion in einfachstem Zur 
sammenhange stetU und eventuell auch in^eine einfachperiodische, heg. 
rationale Funktion degenerieren kann. 

Fassen wir die notwendigen — und, wie aus dem Gange der Unter- 
suchung erhellt; auch hinreichenden — Bedingungen fOr die Vertausch- 
barkeit von P^ und P, zusammen; so mufs 

-P» = iCPoy' + 0>i - ^i)y) Ooy' + (ä - o's)y) 

1) Mit c sollen im. folgenden stets willkürliche Konstanten bezeichnet werden. 
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sein, worin p^ die durch (B) definierte doppdtperiodische Funktion bedeutet; 
femer 

- P, =Poy' +P^y. Q.''y' + (?.'±1^LZ^^1^) + c)y 

ist; die Funktion p^ bleibt unUkürlicJi; desgleichen die Konstanten cd^ 
und (Dg. 

Auf das eben behandelte Problem lassen sich zwei andere leicht 
znrückf&hren: 

I) Vertauschbarkeit von P, und Q^ (Koeffizienten der höchsten 
Ableitungen von y gleich 1): 

Da nämlich 
ist, so folgt aus 

PjPb ^ PfPs' 

II) Vertauschbarkeit von P, und P^ (Koeffizienten der höchsten 
Ableitungen gleich 1): 

Da 

P,-^Pl + P^ 
ist, so folgt aus 

PjPi ~ P4P2* 

Allgemein gehören die Probleme der Vertauschbarkeit von P^ und 
Pj^j^ und von P^ und P^^«! zusammen, da 

Pkm^ Pin + P»m — 1 

ist. Durch diese Bemerkung lafst sich auch das in Nr. 2 rechnerisch 
behandelte Problem der Vertauschbarkeit zweier DifPerentialausdrücke 
zweiter Ordnung in wenigen Zeilen erledigen. 

4. In diesem Abschnitt soll die Vertauschbarkeit zweier linearer 
homogener Differentialausdrücke 2. bez. 5. (6.) Ordnung P^ und P5 (P^) 
mit eindeutigen Koeffizienten untersucht werden. Die Koeffizienten 
der höchsten Ableitungen der abhängigen Veränderlichen werden gleich 
1 vorausgesetzt. 

Es soll also zuerst 

(1) p,p, - p^p. 
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sein. Man kann 

setzen^ und es möge 

Pi-PoV' +Piy 

sein; dann ergiebt sich zunächst durch dieselben Überlegungen ¥rie im 
3. Abschnitt; dafs^ wenn Po=^0 ist; p^ eine Konstante sein mufS; und 
daraus folgt danU; dafs P^ mit P, vertauschbar ist. Wir haben also 
als ersten Typus 

(I) A = PsP, + cy, 

worin P^P^ = AA (^® verschiedenen dadurch bedingten Formen von 
P, und P, ergeben sich aus Nr. 3) und c eine Eonstante ist. Hierunter 
sind auch bereits Fälle enthalten; wo P, und P5 Produkte von 2 bez. 5 
vertauschbaren Differentialausdrücken erster Ordnung sind (nämlich dami 
wenn Pj und P, derartig zerlegbar sind; vgl. Nr. 3) und sich daher bis 
auf einen Exponentialfaktor in Differentialausdrücke mit konstanten 
Koeffizienten transformieren lassen (vergl. Nr. 1). 

Es sei nunmehr p^ von Null verschieden. Dann muTs P, wieder 
(vergl. Nr. 3) die Form haben 

(2) Pg = -V {pov + Ol - öl) y) {PoV + (Pi - fl>2)y) 

imd es muTs infolge von (1) 

(3) P,P, = P,P,-2p-y 
sein. Ich kann nun setzen 

P,^R,P,+ Q,, 

wo Qi = QoV' + QiV ^d jRj = y' + ry ist. 
Dann wird (3): 

P,B,P, + P,Q, = It,P,P, + Q,P, - 2p- y, 
folglich 

(4) P,Q, + 2p^y = S,P„ 

wo Si = s^y' + Siy, und: 

(5) P,ii, + S, = JJ,P, + <2i = P,. 



1) Der Index bezeichnet wieder die Ordnung de« Differentialausdrackes. 
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Nun ist 

Pi Qx = qo9"' + (2g, + a, + Ptqo)y" + (90 + 2</i' + Pi(3o' + «i) + Pi2o)y' 

+ {9'i + PiQx+V»9x)y, 
StP» - 2pöy = soy'" + («oP, + s,)y" + (s^ip; + P,) + «iPi)y' 

+ (»oPi + «i^Ji - 2i>o)y- 

Aus (4) folgt daher: 

(a) «0 = «o> (l») «1 = 2go + «i> 

(c) «oPi + 9o>i = ?ö + 2?i', also 3, = -^ - ^ + c, 

(d) 3'; + Pi«; = «oP,' + 23«'P» - 2PÖ- 
Femer ergiebt Gleichung (5): 

(e) p; = 2r', also r = ?^- + c', 

(f) p, = r" + p,r' + 2q; = f + ^^-^ + 2g„, 

abo P, = ^'+? + 23o + Ci. 

Setzt man in (d) fOr 3,, p, und ihre Ableitungen die Werte aus (e) 
und (f) ein, so heben sich alle p, enthaltenden Glieder fort, und man 
erhalt: „-" 

-; + ßgotfo + 2c,g' - 2p- = 0, d. h. 

(6) q'ö + Hl + 4c,«o - 4l>o + Cs = 0. 

Endlich fo^ aus (f) unter Berücksichtigung der Werte von pj und p, 
(Tergl. Nr. 3): 

c, c^ und C) bedeuten willkürliche Eonstanten. 

Aus den Gleichungen (6) und (7) folgt zunächst , daTs, wenn p^^ 
eine (von Null verschiedene) Eonstante ist, auch q^ eine Eonstante sein 
mufs und umgekehrt. Wir haben daher: 

FaU II: Pq eine von Null verschiedene Eonstante. 

Dann folgt aus (3): 
(3*) P,P,^P,P„ 

und in P, = 7?, P, + Q^ (Q^ == g^y' + q^y) ist nach Obigem auch q^ eine 
Eonstante. Daher lassen sich nach Nr. 3 P^ und P^ und daher auch 
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P, and P5 in lineare mit einander yertauschbare Differentialausdrücke 
erster Ordnung zerlegen. 

FaU III: Pq eine Funktion von b. 
In diesem Falle handelt es sich um die Integration der beiden simul- 
tanen Differentialgleichungen 

(6) qo+H+ 4q«o -^Po + Cf-0, 

P" /P'\* («, — 0»,)« 

Zu diesem Zwecke fassen wir q^ als Funktion von p^ auf: 

9o - f(j>o) = 9'(j»o), also 

«o'-rcPoK, 2ö-r(i>oK+r(ÄK*,o 

dann wird (6) und (7): 

(6*) r(Po)p'i + r (Po)P« ' + 6/^(Po) + 4c,/-(p«) - 4i)o + c, = 0, 

dp'» 

Die Integration von (7*) ergiebt (da p^ = \-j-- ist): 

(8) p^^ - ((D, - CD,)» + 2c,p, + 4qi^ + 8i>o9>(l>o) = 0, 
und die Differentiation von (8) nach z: 

(9) K + ^ + 4rii)o + ^viPo) + 4l)o9>'(Po) == 0. 
Andererseits folgt aus (6*): 

(10) i>o + ^-^ö^;;) + y-^j Po - 0- 

Die Identifikation von (9) und (10) föhrt zunächst zu der Gleichung 

<P"'{Po) = 0, 

also 

p» 

9>(i>o) = «f -/'Po + y; 

die Bestimmung der Konstanten ergiebt dann 



1) Die Accente bedeuten die Ableitungen nach dem Arguxneni, also 

^, , <ffiPo) , dp. 
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während y eine lineare Funktion von c^, c, und ^ ist.^) Wir h(iben 
also folgende Ausdrücke für P, und P^: 

P,^It,Pl + Q,P, + P,, (Pl^P.P,), 

Pi =Poy' + PxV, Qi = «oy' + qxVy R,^y + ry; 

Po ist eine doppeltperiodische Funktion (oder eine ihrer Ausartungen), 
definiert durch die Gleichung 

Po " + 4i>S + C,pl + C,p, - (cd, - (o,y = 0; 
femer ist 

io-Po+h ii^-^-f + c, r-- + c; 

^1' ^87 ^v ^s' ^' ^' ^^ unOJcürliche Konstanten, p^ ist eine wülhürliche 
eindeutige Funktion von z. 

Das Problem der Vertauschbarkeit von P, und Pg erledigt sich 
jetzt leicht durch die allgemeine Bemerkung am Schlüsse der Nr. 3. 
Setzt man nämlich 

so folgt aus 

"i -Ml ~ P^ P% 

auch P,P,^P,P„ 

wodurch das in Rede stehende Problem auf das oben behandelte 
zurückgeführt ist. P5 kann sich natürlich auch auf einen DifiEerential- 



1) Es ist allerdings zu bemerken, dafs dies nicht notwendig die allgemeinste 
Lösung des Problems ist. Vielmehr resultiert durch Elimination von p'' und p 

aus den Gleichungen (8), (9) und (10) für qp(|>o) <^6 Differentialgleichung dritter 
Ordnung 

9'"((i»,- «,)•- 2c,l)o--4Cj Po"- SpoV) - qp"(c, + U,p.+ 4q> + 4p^q>') + 6qp'« 

+ 4c,qp' — 4po + C, = 0. 

P* 
Die obige Lösung qp^'-^+Po + y ^ ^^^ Partikularintegral dieser Differential- 

gleichung. Es w&re mm zu untersuchen, ob diese Differentialgleichung noch 
andere Litegrale 9 besitzt (welche ey. transzendente und mehrdeutige Funktionen 
von Po sein können) derart, dafs sowohl die durch die Differentialgleichung (8) 
definierte Funktion Pq als auch g^ »s qp'(Po) eindeutige Funktionen von z werden. 
Diese Untersuchung, welche beträchtliche Schwierigkeiten darzubieten scheint, 
behalte ich mir fOr eine spätere Gelegenheit vor. 
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ausdruck niedrigerer als 5. Ordnung oder auf einen DifferentiaUusdruck 
von besonderer Art reduzieren; ist z. B. 

wo die c^ Konstanten bedeuten, so hat P^ die Form: 

P, = (P, - «^y) (P, - «,y) (P, - «,y),0 

WO die «< Wurzeln der Gleichung 

«• + qa* + CjÄ + Cj = 
sind. 

Es erübrigt wohl, alle Spezialfölle aufzuzahlen, die hier auftreten 

können. 

Gharlottenburg, den 18. März 1902. 



Anszllge ans drei Briefen Steiners an Jacobi. 

Mitgeteilt von E. Jahnke in Berlin.') 

I. 

Sirel 

Morgen reise ich auf 2 Monate nach der Schweiz ab, kann also 
nicht so ausführlich schreiben, wie ich mir früher Yorgenommen hatte. 
Auch hatte ich seit Ostern natürlicherweise wenig Zeit, weil ich be- 
kannÜich auf einmal nur eine Sache zu treiben vermag. Indessen 
schmeichle ich mir, Sire, deshalb nicht in Ungnade gefidlen zu sein, 
dafs ich, anstatt mit kriechenden Worten, mit einer kleinen Thai (so 
gering dieselbe auch befunden werden mochte) zu danken mich ver- 

1) Vergl. den SchlnfB von Nr. 2. 

2) Diese Briefe habe ich zugleich mit einer Reihe anderer, welche von Anger, 
Arago, Borchardt, Dirichlet, Fnfs, Sophie Germain, Hansen, Humboldt, Lam^, 
Leverrier, Liouville, Kammer, Richelot, Schumacher an Jacobi gerichtet sind, nebst 
einer Eingabe, welche Jacobi im Interesse seines Freundes bei dem damaligen 
Staatsminister v. Eichhorn eingereicht hat, kürzlich von der Tochter Jacobis, 
Fräulein Margarete Jacobi in Cannstadt, erhalten, welcher ich auch an dieser 
Stelle für ihr liebenswürdiges Entgegenkommen den verbindlichsten Dank aus- 
spreche. 

Die drei Steiner -Briefe aus den Jahren 1883, 1845 in Verbindung mit 
Jacobis Eingabe aus dem Jahre 1846 bieten ein ganz besonderes Interesse; geben 
sie doch eine wertvolle Unterlage zur Beurteilung des Verhältnisses zwischen 
Steiner und Jacobi, worüber noch mannigfach irrige Meinungen verbreitet sind. 
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ce qu on peut Äarire symboliquement 

en rempla9a]it dans le d^yeloppement P" par P^. 

II est facile d'obtenir une fonction g^n^ratrice de ces polynömes en 
maltipliant membre ä membre les deux developpements 



jp" 



le coefficient de -— est le polynome P^{x,y). 

Enfin, supposons que le rapport — soit complexe et considerons 

la fonction 6(z) de la yariable complexe e constroite avec les p^riodes 
2(D = a, 2a' » b. L'int^grale 



1. r^^ 

«l J 6 



dz 



2«i J c{z) 

prise sur un contour entonrant les pdles 

pa + qh, 
(p = 1, 2, ' . ., o:, g - 1, 2, . . ., y) 

est precisement egale ä F^{x,y) 
Paris, le 9 octobre 1902. 



Über die Bernonllischen Funktionen zweier 

yeränderlicher Oröfsen. 

AüBzog eines Schreibens von Herrn M. Krause an Herrn P. Appell. 

. . . Die von Ihnen eingeführten Funktionen PJ^x, y\ welche durch 
die aufgestellten interessanten und wichtigen Beziehungen zu den 
elliptischen Funktionen eine besondere Bedeutung erhalten, können in 
folgender Weise nach Potenzen von x und y entwickelt werden. 

Bekanntlich ist: 

(1) PJx) - ^ ^-,- (ß, x"* ' + (m + IX A x- + (m + 1), /J, a:- ' + • ■ •), 
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wobei die Gröfsen /3^, von dem Faktor m! abgesehen, die Entwickelungs- 

koeffizienten des Ausdrucks: 

z 

nach Potenzen von e sind. Hieraus folgt för die Funktion: 

(2) PJz,y)=((aP(a;) + *P(y;)- 

mit leichter Mühe die Darstellung: 

(3) , P.(a;,y)-«!2' 2 r! ,! (n-rl.'+2)! ^r..^y> 

r = l «==1 

wobei r und ^ der Ungleichheit genügen: 
und g^^ den Wert besitzt: 

Der letzte Ausdruck kann anders gedeutet werden. In der That^ 
setzt man: 

so findet die einfache Beziehung statt: 

oder also wir erhalten für P^ (a;, y) die Darstellung: 

(7) P, (a;, y) = «! ^ ^ rP «! ^n-r-^V »)' y»-r-.+«^!^' 

r + s ^ n + 2. 

Die Gröfsen ;/ können aus ihrer Definitionsgleichung mit HUfe 
der Bernoullischen Zahlen berechnet werden, indessen ist es nicht 
schwer, fär sie einfache Bekursionsformeln aufzustellen, welche die 
direkte Berechnung zulassen. Ich greife die folgende heraus: 

Setzt man nach Lucas symbolisch: 

^' l-e— " 1-«-»' ' 
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80 folgt für die GhröiBen y die Rekursionsformel: 

(9) (y - a - fc)" - (y - ay -(y-by + f'^O 

oder ausgeführt: 

( 2w, aby„_^ - w, ((a + bf - a» - 6») y^_3 

1+ W4 ( a + 6/* - a^ - i*) y„_4 =F • • ± ((.« + 6)" - a" - i«) - 0. 

Hieraus können die Gröfsen y der Reihe nach berechnet werden. 
Für die einfachsten Fälle ergiebt sich: 

a + b a* + b^ , ab . 

Setzt man a ^b, so kommt man zu Grölsen y, wie sie von Lucas, 
Imschenetzky u. a. behandelt worden sind. 

Die Definitionsgleichung (8) der Gröfsen y giebt zu einer anderen 
symbolischen Darstellung der Funktion P^{x,y) Anlafs, die vielleicht 
von Interesse sein dürfte. 

Ich schreibe Gleichung (8) in der Form: 

Diese Gleichung multipliziere ich der Reihe nach mit: 

fOr ^ = 1, 2, • • •, a;, g = 1, 2, • • •, y und addiere die auf diesem Wege 
entstehenden Gleichungen. Vergleicht man dann links und rechts die 
Koeffizienten von jer"'*'^, so erhält man die symbolische Darstellung: 



(11) 



rti(«+l)(:» + 2)P,(a;,y) 
(y + aaj + 6y)" + « - (y + ax)'-^^ - (y + «»y)""^* + Yn^■%^ 



Wird diese Gleichung ausgefdlirt, so kommt man za Gleichung (7) 
zurfick. 

Dresden, im Oki»ber 1902. 
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Wir differentiieren die Gleichungen (2), so kommt: 

^- Vc (x ^4-x ^W^^*:c X ^ 






+ 



'^J^^ki ^ik -^f ^kj +^^A< ^kj ^f ^ik • 
ki ki 

Nun setze ich 

(3) 2<^ki ^ik Df ^kj « Uß], 

^ ^ ki 

so wird 

(4) ^ = [iA] + [*/>•] . 

Aus (2) folgt 



also 



Mithin wird 



^^ki^kj^ik^ji ^J^^jk^jn 
kij S 

J^^i^ik ^^^ik^il' 



\Jß]-20>ik^ikJ)/^kJ' 
ki 

Daraus ergiebt sich wieder 

I^/^kj-^Uf^^ik^kk- 

tk 

Setzen wir noch 

(5) ^yn«u = (;/*), 

so wird schliefslich 

(6) I>f^ki=^2{3ß>kk' 

Diese Gleichungen bilden ein System von Differentialgleichungen ft 
die n*Gröfsen XJ^^, Als gegeben sind hierbei die 07^) als Punktione 
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y^ und die c^i ^ Funktional der x^ anzosehciL Die jr^^ können 
als Fonktioiioi der y, gegeben sein, aber sie können anch durch Be- 
dixa^^usgiai mit den Ünbdannttn x^,- rerknöpft sein und damit erst 
Iber noeh bestimmt werden. — 

Das BestdiCB der GL \6j ofoidert geviase Bedingungen, die sich ans 






Sie aoQeB jetzt abgeleitet werden. Die Gleichnngcn <6) lanten 






7^-^- ''-"""^i* . »'ry/ 



DwsDs folgt durch DiflRaentiation 



^ertaosefat man faiain f mit y nnd snbtrahiert die entsteh«ide Gleichung 
^oai dieser ffleidrang, so erhält man unter Benntinng der GL \S)i 



'Vt 






'i*^ 



^f 
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Wir setzen nun 

{Iß), QgV) 






= {iMg}, 



SO nimmt die Gleichung die Gestalt an: 
Wir setzen weiter 

(8) 2<^,iim\ - {im, 

also 

[ihfg] ^^kiii^fg), 

so lautet die Gleichung 
daraus folgt 

- {ilfg) ~y (*5e w, ä?/»"*«^*'»'*»*" 



- {ilfg) - > [rjiw. ä7 y*i.««c,t,«t., , 

- {im -^(olw^äy/"^"" 

sodafs wir schlieMich mit etwas anderer Bezeichnung erhalten: 



(9) 0^{hifg)-y(\\)x,.,x, 






Wegen der alternierenden Eigenschaft der Christoffeischen Symbol« 
gilt dieselbe Eigenschaft auch für die Symbole (hifg). Es ist also 

{ihfg) - - {hifg). 

Fassen wir die Ergebnisse zusammen: 

Sind die c^^ gegebene FunkHonen der x^ und die a^^ nebst den (ift) 
gegebene FunkHonen der y^, so bilden die Ol. (6) 

(Ü) DfX,, =.^Xir*)a:»i, 

k 



Die Gnmdgleichongen einer beliebigen Mannigfaltigkeit. 805 

ein System von Differentialgleichungen für die Oröfsen Xj^^. Diese Oröfsen 
müssen aufserdem den Gleichungen 

hi 

genügen. Femer bestehen cUs IntegratUmshedingungen die Gleichungen 
(9) - {hifg) - V(Y,)^a5»,*x,„^* 3^'. 
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Die Xf^ können dabei entweder als Funktionen der y^ gegeben sein. Dann 
stellen die Xf^^ irgend ein n-^der dar, das in bestimmter, durch die Differential- 
gleichungen gegAener Weise längs der festen Mannigfaltigkeit M^ bewegt 
wird. Oder aber — und das wird der wichtige FaU sein, der uns na^ch- 
her beschäftigt — die x^ hängen in gewisser Weise mit den Xj^^ zusammen 
und werden ebenso tvie diese durch die Differentialgleichungen und Be- 
dingungen bestimmt. 

Es bleibt natürlicli die Frage offen, ob bei irgendwie gegebenen 

^hif ^hif i^ß) ^^® Öl- (2)> (6)i (9) zusammen erfüllbar sind, und ob 
vielleicht noch aofser ihnen den unbekannten Gh^öfsen irgend welche 
Bedingungen auferlegt werden können, femer wie viele solcher Lösungen 
möglich sind. Das läfst sich freilich nur in jedem Falle besonders 
entscheiden. Hier soll nur auf eine Eigenschaft dieser Gleichungen 
aufinerksam gemacht werden, die in dem folgenden Satz ihren Aus- 
spruch findet: 

Genügt ein System von Funktionen Xj^, x^^ der Gröfsen yy den 
Gl. (2), (6)y (9), so genügt auch jedes andere Funktionensystem ^, ^^ 
denselben Gleichungen, wenn die x,^ Funktionen der x^ sind und durch 
die Überführung der x^ in die W^ die Form C in sich selbst transformiert 



dx 



k 



wird, wenn femer die X|^^ ebenso transformiert werden, wie die ^ , 
nändidi 

dXf^ ^-^ dXj^ ^-^ _ 

^ k ^ h 

wobei 

dXf^ 

Das soll jetzt gezeigt werden. Die Cj^^ waren gegebene Funktionen der 
X», fftr die neuen Löaungen x, ist also formal x, durch x, in c„ und 
in den Ghristoffelschen Symbolen zu ersetzen. Dadurch möge Cf^^, 

{,}_••• hervorgehen. Da die o^^ gegebene Funktionen der y^ waren, 

▲robiT der Mathematik und Phjilk. UI. Beihe. IV. 20 
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2. Die v-fache MannigfaUigkeü. — Um auf die Ghimdgleichangen 
der Jfy zu kommen^ setzen wir die Verbindung des 9»-eders E^ mit 
der M^ in der gewöhnlichen Weise dadurch fest, dafs wir yerlangen, 
dafs die Richtungen f (/»i,...,v); bestimmt durch die Orölsen 
Xj^y (A»!,..^»), in der Tangentialmannigfaltigkeit der M^ liegen sollen. 
Femer sollen die übrigen Richtungen r (r=*v+i,..^n) auf der Tangential- 
maunigfaltigkeit senkrecht stehen. Dann wird 

^fr ^fr ^} **r# '*r# ^rf 

Wählt man die Xj^f noch als x — , so gehen die örofsen a^^ über in 

die Koeffizienten der quadratischen Form Ay die das Quadrat des 
Linienelementes der M^ angiebi Diese Besonderheit soll aber vor- 
läufig noch nicht statthaben , sodafs also die Xj^^ noch in gewisser 
Weise beliebig sind. Wegen der besonderen Werte, die die örofsen a 
jetzt erlangen, wird aber trotzdem 

{hfr) = [Ä/-r]. 

Wir setzen 

(10) [/'i/r]-(/-^r)-6W, 

(11) [*■/•«]-(»•/•«) = cW; 
dann wird 



aufserdem 



m m • m 



{sfr) = {sM - ^' - [rfs\ = - [rfs] = - 4^, 





{fmg)~ 


\9 Ja' 






rp 


hir) r(r) 
^PiA^PiA 


Setzen wir 


nun 


(12) 

so kommt 


2 

V 


fe(r)l,(r) "" 
^Päfi^P^f* 


^PtPtAAf 



(i'ift/iA) = (^;^')^--Bp,p././.- 
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über das Prinzip von der Erhaltimg der Anzahl. 

Von Gustav Kohn in Wien. 

Nach der Debatte, welche sich dem Schubertschen Vortrag auf 
der Karlsbader Mathematikerversammlung anschlofB; bin ich von yer- 
Bchiedenen Seiten ersucht worden, die gegen das Schubertsche Prinzip 
von der Erhaltung der Anzahl geaufserten Bedenken im Zusammenhange 
darzulegen. Dieser Anregung verdanken die folgenden Zeilen ihre Ent- 
stehung. 

1. Um einen festen Anhalt fUr die Kritik zu haben, setze ich das 
fragliche Prinzip in dem Wortlaut hierher, in welchem es von Herrn 
Schubert in seinem Buche, Kalkül der abzählenden G^metrie,- 
Leipzig 1879^ ausgesprochen wurde. Dem Wesen nach nicht Terschieden 
war der Wortlaut, in welchem es Herr Schubert seinem Karlsbader 
Vortn^ vorausschickte. 

Das Prinzip lautet: 

„Ist ein algebraisches Gebilde F mit der Konstantenzahl c einer 
einzelnen oder zusammengesetzten c-fachen Bedingung e unterworfen, 
so giebt es im allgemeinen eine endliche AmsM N räumlicher Individuen, 
welche sowohl der Definition des Gebildes F, als auch der c-fiftchen 
Bedingung js genügen. Ist nun z eine räumliche Bedingung, werden 
also durch z gewisse andere räumliche Gebilde F' als gegeben voraus- 
gesetzt, so bleibt die Zahl N, wenn sie nicht unendlich wird, immer 
gleich grofs, gleichviel, ob man die Gebilde F' ihre Lage zn einander 
ändern läfst, oder sie vielleicht unter Aufrechthaltung ihrer Definition 
spezialisiert,^ 

2. Ich beginne der Vollständigkeit wegen mit einem Einwand, der 
das Prinzip in der vorangestellten Schubertschen Fassung gar nicht 
trifft, sondern sich gegen Darstellungen wendet, die das Prinzip mit- 
unter erfahren hat. 

Wenn einem Gebilde F, das von c Konstanten abhängt, n Bedingungen 
auferlegt werden und n > c ist, so wird es im allgemeinen eine endliche 
Anzahl, nämlich nuU, Gebilde F geben, welche diese Bedingungen 
befriedigen. Im besonderen können aber die n Bedingungen verträgUch 
sein und im Widerspruch mit unrichtigen Formulierungen des Prinzips 
von einer endlichen und von null verschiedenen Anzahl von Gebilden F 
befriedigt werden. 
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Bas Schuher t sehe Prinzip von der Erhaltung der Anzahl, ak 
Prinzip mathematischer Beweisführung^ ist hranky unheilbar krank sogar 
in gewissem Sinne; aßein als heuristisches Prinzip von allzeit frischer 
Kraft wird es fortM}en in der Wissenschaft 

Marienbad in Böhmen, den 3. Oktober 1902. 



Über Brecliimg und Dispersion des Lichts anf der Sonne. 

Von E. Pringsheim in Berlin. 

Den bedeutendsten Fortschritt auf dem Gtebiete der Sonnen- 
physik — seit der Entdeckung der Spektralanalyse — yerdanken wir 
A. Schmidt. 

Der Befund der spektralanalytischen Sonnenbeobachtung erschien 
sehr klar und yollkommen eindeutig: die weifsglühende PhotosphSie 
— der für gewöhnlich allein sichtbare Sonnenball — umgeben von 
der aus leuchtenden Grasen bestehenden Chromosphäre, welche dem 
blofsen Auge nur bei totalen Sonnenfinsternissen sichtbar wird. Die 
Gase der Chrom osphäre berauben das durch sie hindurchgehende Photo- 
sphärenlicht gerade derjenigen Strahlen, welche sie selbst aussenden. 
Sie fügen ihm dabei zwar Strahlen der gleichen Qualität bei, wie sie 
ihm nehmen, aber in viel geringerer Intensität. Daher erscheinen die 
der Eigenstrahlung der chromosphärischen Ghise angehörigen SteUen 
des Sonnenspektrums dunkel auf dem hellen Grunde des ungeschwächten 
Photosphärenspektrums; wir sehen die Fraunhoferschen Linien dem 
hellen Sonnenspektrum schwarz aufgeprägt, eine Schrift, in welcher 
die Gase der Chromosphäre ihre Existenz, ihre chemische Natur und 
ihre physikalische Beschaffenheit dem irdischen Beobachter yerkünden. 

Würden wir das Photosphärenlicht allein auf den Spalt des 
Spektralapparates werfen können, bevor es die Chromosphäre passiert 
hat, so würde es uns ein vollkommen ununterbrochenes kontinuierliches 
Spektrum zeigen, wie wir es bei unseren gebräuchlichen Lichtquellen 
z. B. der elektrischen Glühlampe oder der Petroleumlampe sehen. 
Könnten wir das Licht der Chromosphäre allein ohne das ihm beigesdlte, 
so viel stärkere Photosphärenlicht untersuchen, so würden wir das 
für leuchtende Ghise charakteristische Spektrum erblicken, heUe Linien 
auf dunklem Grunde. 

Jenen Fall werden wir wohl nie verwirklichen können, diesen 
bietet uns die Natur selbst dar bei den totalen Sonnenfinsternissen. 
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dargestellte Gestalt an; die schraffierten Stellen bedeuten zwei Ton 
glühendem Na-Dampf gelb gefärbte Teile der Flamme , welche eine 
doppel-prismatische Gestalt haben. Mit Hilfe des Beobachtungsfem- 
rohres, dessen Okular herausgeschraubt war, wurde nun ein Bild des 

horizontalen Spaltes auf dem vertikalen Spalt eines 
zweiten Spektralapparates entworfen, bei welchem das 
Spektrum mit Hilfe eines Rowl and sehen Gitters er- 
zeugt wurde. 

Die beobachtete Erscheinung zeigt Fig. 3. Geht 
das Licht durch denjenigen Teil der prismatischen 
Flammen, bei welchem die horizontale brechende Kante 
oben liegt, so werden die Strahlen mit etwas groüserer 
Wellenlänge als D^ und D^ nach unten, die Strahlen 
mit etwas kleinerer Wellenlänge als D^ und D^ nach 
oben abgelenkt. Dieser Fall ist in Fig. 3 a so dar- 
gestellt, wie man ihn in dem Beobachtungsfemrohr des zweiten Spek- 
tralapparates sieht, also umgekehrt. Die durch die untere Hälfte 
der Flammenprismen hervorgebrachte Erscheinung, bei welcher die 




Fig. 2. 




Fig. Sa. 




brechende Kante unten liegt, zeigt Fig. 3b. Diese Beobachtungen 
lehren, dafs der Brechungsindex der an die Linie D^ und D, ii&ch rot 
hin sich unmittelbar anschliefsenden Gebiete ungewöhnlich grofs ist, 
derjenige der nach violett hin gelegenen Gebiete ungewöhnlich klein, 
kleiner als 1. Das enge Spektralgebiet zwischen beiden D-Linien 
nimmt daher die eigentümUch gekrümmte Gestalt an. 

Noch näher an die D-Linien heran als Becquerel konnte 
W. H. Julius^) mit der analogen Yersuchsanordnung die anomale 
Dispersion des Natriumdampfes verfolgen, die am meisten abgelenkten 
Strahlen des Spektrums in unmittelbarer Nähe der D-Linien gingen 
bis dicht an diese Linien heran, die Differenz der Wellenlängen zwischen 
den äufsersten Ausläufern des abgelenkten Bogenlampenlichts und den 
D-Linien selbst betrug nach seinen Messungen weniger als 0,01 /ifi. 
Das von ihm beobachtete Spektralbild ist in Fig. 4 wiedergegeben. 



1) W. H. Julius. Phys. Z.-S. 2, 348—363 und 867—360, 1901. 
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b) Dieselbe Aufgabe unter der Yoitiussetzung, dats P, & und der ge- 
suchte Kreisbogen auf einer gegebenen Rugelfläche liegen. 

Die Lösung und Diskussion dieser Aufgaben ist von Bedeutung fOr die 
isoperimetrische Aufgabe in der Ebene und auf der Kugel. Erwünscht ist 
besonders eine Antwort auf folgende Frage: Wird S im Punkte Q von 
irgend einem Kreise S^ geschnitten; wie muls dann der Punkt P auf 8^ 
gewählt werden, damit der Bogen PQ das oben geforderte Extremum darbiete? 

Berlin. A. Kneser. 



73. Osteirechnung tuicli gregorianischem Kalander, 
Jahr N das Datum des Ostersonntags zu berechnen. 



Es sei för das 



Es werde die Zahl 



dividiert durch 



der Quotient sei \ der Best sei 



X 



Ä + S 



Ä+l-a 




A 




N 




lld+ 1 





B 






bA+B+h+c 
S9 — k — g 



k 
m 



Ist dann ^ + t» ^ 9, so ist das Osterdatum der (22 +p + ♦»)** Man 
Ist ^ + w > 9 , so ist das Osterdatum der (^ + m — 9)** April. 
Einzige AusnaJime: Ist (7 = 29 und zugleich m == 6, so ist das Oster- 

datiun nicht, wie es nach obiger Begel sein sollte, der 26. April ^ sondern 

der 19. April. 

Darmstadt, den 9. Okt. 1902. Paul Wolfskehl. 



74« ^ und B nehmen von einem Haufen von Gegenständen abwechsebd 
nach Beliehen weniger als eine festgesetzte Anzahl (n ]> 0), aber mindestens 
einen weg; wer zuerst die letzten wegnehmen kann, gewinnt. Welche 
Chancen hat 2?, wenn A beginnt und, die Anzahl der Gegenstände kennend, 
so vorteilhaft als möglich spielt für den Fall, wo dieselbe («) eine Primzahl ist? 

Raumetengrün. Q. Outsch. 
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begründen, werde ich im folgenden ebenfalls entwickeln, welche verschiedenen 
Fälle bei der angegebenen Voranssetznng möglich sind. Die ganze Be- 
trachtung stützt sich auf die Ergebnisse der Arbeiten der Herren Fuchs 
(Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1884) und Hamburger (Grelles 
Journal, Bd. 112, 1893). Ich behalte die von Herrn Painleve benutzten 
Bezeichnungen bei. 

Es sei also F(y\ y, x) = eine Differentialgleichung 1. Ordnung, 
wobei F eine rationale ganze Funktion von y' und y ist, deren Koeffizienten 
irgendwie von x abhängen. Es sei femer R(x^ y) = die Bedingung dafür, 
dafs 7^=0 gleiche Wurzeln y' habe, also die Resultante der Gleichungen 

JP== und ^ , = 0. Ist nun G{x^y) ein irreduzibler Faktor von R(x^y)^ 

also G(x^y) = oder y == g(x) ein"" Zweig der „Diskriminantenkurve", so 
müssen längs dieser Kurve mehrere Wurzeln y' einander gleich sein. Der 
einfachste und allgemeinste Fall ist der, dafs längs 6r = nur zwei Werte 
von y' zusammenfallen. Es werde also jetzt vorausgesetzt, dafs 1^ -= nur 
2 gleiche Wurzeln ;/'= h(x) habe, wenn darin y = g{x) gesetzt wird; dann 

ist A- . = und ^—7, =^0 für y "= g(x), y'= h(x). Diejenigen Stellen a:, 

für welche ^r» = ist, können nur vereinzelt auftreten und werden aus- 
ay * ' 

geschlossen. Um nun zu erkennen, welche Bedeutung die Diskriminanten- 
kurve y = ff(x) für die Differentialgleichung und ihre Lösungen hat, mufs 
man //' — h(x) nach Potenzen von y — g(x) entwickeln, und dies geschieht 
mit Benutzung des Newton sehen Polygons nach der von Puiseux genauer 
begründeten Methode. Entwickelt man zunächst F(y\ y, x) nach Potenzen 
von y' — h^ y — ^, so erhält man die Differentialgleichung in folgender Form: 



(1) 



^(f)(y-.) + iQ(.v-.)'+(4^)(y-.)(/-Ä) 



+ »(fF*)(»'-*>*+---^- 



Das Einklanmiem der Differentialquotienten soll andeuten, dafs in denselben 
y = g(x)j j^'= h(x) gesetzt wird, so dafs sie Funktionen von x allein sind, 
die im allgemeinen den Charakter eine» ganzen Funktion haben. Es ist 
nun y' — h in eine Reihe zu entwickeln, die nach Potenzen von y — g 
fortschreitet. 

FaU L Es sei (-0—) =^ 0, dann kommt in dem Newton sehen 
Polygon der Fimktion F nur eine Polygonseite für die Glieder niedrigster 
Ordnung in Betracht, welche die Glieder (-0— )(y — g) nnd j (ä~^)(y''~' *)' 
enthält, und es ist demnach 

(2) y'-Ä = c,(y-gy + c,{},-g)^+c,{y-g)^+ ■ • ■, 

wobei die cx Funktionen von x sind, die im allgemeinen den Charakter einer 
ganzen Funktion haben. Diese Entwickelung konvergiert für alle x eines 
bestimmten Bereichs J5, wenn y — g hinreichend klein ist (vgl. Fuchs, 
Sitzungsberichte 1884, Seite 701). 

28* 
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oder auf zwei Polygonseiten, wenn J-^— i) = und (^ — «—7] =4= ^ is^ 

Jedenfalls erhält man, da nach Voraussetzung die Diskriminante der qua- 
dratischen Form (4) nicht Null ist, aus der Gleichung (l) zwei Ent- 
wickelungen von folgender Form: 



/ / 



(5) 



»' — Ä = c,(y — S') + c,(y — 9)* + 



worin die Koeffizienten c^j c^^ - - j ^d ^19 • • • Funktionen von x sind, die im 
allgemeinen den Charakter einer ganzen Funktion haben Beide Reihen 
konvergieren wieder für alle x eines gewissen Bereiches J9, wenn y — g 

hinreichend klein ist. Ist (0—1) =f= 0, so beginnen beide Entwickelungen 
mit der ersten Potenz von y — p, aber c^ und d^ sind nicht identisch ein- 
ander gleich. Ist dagegen (-ö—i) ^0, so beginnt nur die eine Reihe mit 

der ersten Potenz von y — g» Jedenfalls sind, und darauf kommt es hier 
allein an, die Anfangsglieder in beiden Reihen nicht identisch gleich. 

Es sei nun {IIa) 

also die Diskriminantenkurve keine solche Lösung der Differentialgleichung, 
dafs ihre Ableitung mit der Doppel wurzel y' übereinstimmt. 
Schreibt man dann die erste Gleichung (5) in der Form 

y' - g\x) = h{x) - g\x) + cy^{y - g) + c^{y - gy^ 

und wählt Xq in dem Bereiche B so, daTs h{x^ — ^[(^0) 4= ^ ^^9 ^^ lassen 
rieh die Entwickelungskoefifizienten der rechten Seite als Potenzreihen von 
X — Xq darstellen, und zwar ist 

K^) - 9\x) = K+ h{^ - ^ + hi^ - ^0)*+ • • '^ 

Ct^VQ+ v^ix — Xo) + v^{x — iro)*H 

u. s. w. 

Setzt man y — g(x) ^= Uy so erhält man für -3— eine Potenzreihe von 
u und X — Xq. Demnach giebt es ftlr u eine einzige Lösung von der Form 

u^y^{x- Xo) + Yi{x'- x^y+ . . .. 

Die Koeffizienten dieser Reihe lassen sich bestimmen, indem man die Reihe 
in die Differentialgleichung einsetzt und gleich hohe Potenzen von x — Xq 
auf beiden Seiten vergleicht. Man erhält 

yi = ^o> ^r^^^^i + yiN oder 2y, = ^ + aofio, '^rz'^^ + riih + rif^o+yi^o 

U. 8. W. 
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Ans (7) folgt aber 

X x-fl 

tf' — gip) = h{x) — g\x) + Cx{y — gY + Cx+i (j^ — g) ^ H . 

Entwickelt man hier die rechte Seite nach Potenzen von x — Xq^ so wird, 

weil X ^ 2 ist, die Potenz (x — x^Y nicht auftreten. Demnach mufs y^ = 
sein, und der Punkt Xq^ ^o~^(^o) ^^^ deshalb für die Integralkurve eine 
Spitze zweiter Art (Sclmabel). 

Ist dagegen (III b) g'{x) '= h(x)j so ist y "= g{x) wieder die einzige 
Lösung, die durch den Punkt Xq, y^ geht und der Doppel wurzel y' ent- 
spricht. 

Zum Schlufs noch einige Beispiele fdr die unter {III a) aufgeführten Fälle. 
Den ersten Fall haben wir bei der Differentialgleichung 

[a(y'-Ä) + l,(y -^)]«= c{y-gy+d{y-g)\ 

den zweiten bei der Differentialgleichung 

{a{y'-h)^h{j,-9)Y=c{j,-g)\ 

wenn ^, A, a, 5, e, d beliebige Funktionen von x oder Konstanten sind und 
Ä(x)=f /(x) ist. Ist z. B. («/'— 1 — y)' = / + /, so ist y = Dis- 
knminantenkurve und y' = 1 die Doppel wurzel der Differentialgleichung. 
Aus der Differentialgleichung erhält man folgende zwei Entwickelungen: 

Ist nun Xq ein beliebiger Wert von x, so ergiebt sich aus der ersten 
Gleichung 

y^(x^xQ) + i {x - XQy+ ^(x- XQy+ . • •, 

aus der zweiten 

1/ = (rr - a:o) + i (x - x^Y - l {x - x^f + • • -. 

Die Diskriminantenkurve y = ist also der Ort von Punkten, in welchen 
sich die Integralkurven von höherer als der ersten Ordnung berühren. 
Ist 

{y'-i-yy-y\ 

so wird 

y'= 1 +y + y 
und 

D 

y = (rr - iTo) + I (a: - rrJH l (x - XqY + -". 

Der Punkt x = Xqj y «= ist also für die Integralkurve eine Spitze 
zweiter Art. 

Mainz, im November 1901. Carl Schmidt. 
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V. Die Festlegung der Teilpunkte kann in folgender Weise geschehen: 
Man beschreibe Ä(ÄMi) (^^1 + C^)j welcher die Teilpimkte 2 und 15 
ergiebt, und Ä (ÄM^) (C^ + C,), welcher die Punkte 8 und 9 liefert, 
beschreibe femer 8 (8 9), der den Punkt 7^) bestimmt, sowie 2 (8 9) und 
15 (8 9), welche 1 und 3, 14 und 16 festlegen (4(7^ + 30g), und zeichne 
mit (15 3) die Kreise um 15, 16; A^ und 1 (40x + 4Cg), welche die 
Pimkte 10, 4 und 11, 5 und 12, 6 und 13 .ergeben. 

Siebzehnteihing'"Kreise§^ . 



Kanonidche - "V't) /-rvK 

Konstniktion. . . ^n, / y^ ^*3 




M, 



Mt 




Flg. 1. 



Das Symbol dieser kanonischen Konstruktion ist bis zur Festlegung 
s&mtlicher Teilpunkte: 

Op.: {2R^ + 22, + 29Ci + C, + 190g); S.: 52«); E.: 32; 1 Gerade, 

19 Kreise. 



1) Auf diese Art der Festlegung des Punktes 7 macht mich Herr C. Moreau 
auftnerksam; ich hatte IG mehr gebraucht. 

2) Falls zwei Zirkel zugelassen wftren^ würde sich der Einfaohhettigrad um t 
Einheiten, also auf 60 vermindem, ebenso fär die nachfolgende Mascheronische 
Konstruktion auf 67. 



11. Sitnmg, S6. Norember 1908. 
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Siebzehnteiluni 

Kreises. i^(;^.^ y^^^ ^ M^ 

Konstruktion ' 
mlf" Zirkel aDein. 



¥ 







\ 

N 
N 



d 



H 



H. 




Fig. S. 

Die Vorzüge dieser Konstruktion^) sind folgende: * 

1) Sie ist bis auf weiteres eine geomärographische Konstruktion; es 
kommt ihr in dieser Beziehung nur eine von Herrn C. Moreau brieflich 
mitgeteilte Konstruktion gleich. 

2) Sie ist emfadh tm Besd^reibm. 

1) Einer in der Diskussion gegebenen Anregung folgend, betone ich, dals 
diese Konstruktion von Anfang an (d. h. mit EiniichlnrB der Konstruktion der 
Oleichunff zweiten Grades) dwm Be9chäfUgung mit der Oeometroaraphie enUtanden 
ist; ich habe die Überzeugong, dals ich sie ohne OtomeiTograiphie nicht gefunden 
h&tte. (Zusi^ bei der Koireäor.) 



